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Resumen

En esta comunicacion analizamos textos escolares recortando el contenido de los mismos a
la introduccién de los nimeros reales, segun el planteo desarrollado en el proyecto de
investigacion PICTO-2017-0022 “De la resolucion de problemas hacia la construccion de
teoria en el aula. Puentes posibles en el campo de los Numeros Reales”, donde nos
proponemos estudiar condiciones didacticas para abordar un proceso de conceptualizacion
del campo de los numeros reales en el nivel secundario que promueva un pensamiento
tedrico. Enmarcados en la Teoria de Situaciones y en la TAD para una perspectiva
institucional acerca de la ensefianza, nuestro objetivo es estudiar qué conceptualizacion de
los reales se promueve desde el discurso que vive en los textos utilizados en la actualidad,
cual es el rol de las representaciones de los reales que se asumen necesarios, cual es el
abordaje que en ellos se promueve acerca de la densidad y las operaciones.
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Introduccion

El conjunto de los nimeros reales es el dominio natural de las funciones que se estudian en
la escuela secundaria, en el nivel terciario y en la universidad, y esta presente en los disefios
curriculares a partir de 3er afio de la escuela secundaria. Algunos investigadores sefialan
cierta falta de claridad al definirlos en el nivel secundario (Licera, 2017, Bronner 1997).
Otros, por ejemplo Castela (1997), afirman que se asume de manera implicita la
identificacién entre los numeros reales y los puntos de una recta graduada, una
identificacion que no es evidente para muchos alumnos. El hecho de que una recta
graduada “racional” y una recta graduada “real” sean indistinguibles en una representacion
gréfica dificulta la representacion de los reales en el aprendizaje (Durand-Guerrier, 2016).
La realizacion de operaciones entre numeros reales apela a la idea de infinito actual,
presente en el desarrollo decimal infinito de los nimeros irracionales. Estas cuestiones
brevemente mencionadas aqui (definicion, representacion, densidad del orden vy
operaciones) constituyen para este campo numérico un desafio para la ensefianza.

A diferencia de los naturales, enteros y racionales, los nimeros irracionales constituyen un
objeto netamente escolar en la medida que no representan medidas que aparezcan
efectivamente en un contexto extra-matematico (por ejemplo, para medir el contorno de
una mesa circular de 3 metros de didmetro se utilizara una aproximacion de « a los fines
practicos). Es por eso que los alumnos reconoceran este conjunto de los irracionales y con
ellos el de los reales a partir del trabajo matematico que puedan desarrollar sobre este
campo numeérico en la escuela, a proposito de sus representaciones, sus caracteristicas y sus
propiedades. Estas nociones forman parte de la matematica de la escuela secundaria y de la
educacion superior en el estudio de los procesos infinitos que constituyen el nucleo del
calculo y el analisis matematico. Incluso algunas de ellas forman también parte del

curriculum de la modalidad técnica de la educacién secundaria.

Encuadre tedrico y metodoldgico

Para realizar el presente trabajo tomamos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico-
TAD- (Chevallard, 1999) su enfoque institucional que asume como punto de partida que los

objetos matematicos son el resultado de practicas institucionales y considera las elecciones
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hechas por una institucion al organizar la ensefianza de un tema y las consecuencias de
estas elecciones para la ensefianza y el aprendizaje. Desde este enfoque también se releva el
papel significativo que desempenan los libros de textos en la institucion “ensefianza de
matematica en secundaria” y en particular en las decisiones de ensefianza de los docentes.
Estos aspectos también fueron considerados por otros autores para el analisis de textos en
otros paises (Bronner 1997, Gonzalez-Martin, Giraldo y Souto, 2013). Consideramos para
nuestro analisis de libros de textos la esfera de la practica que se despliega a través de
ejemplos, de tareas y de técnicas propuestas a los estudiantes y la esfera de la teoria en
tanto discurso que se construye y que describe, explica y justifica lo que se hace (el cual
puede elaborarse con mayor o menor participacion de los alumnos).

En la presente comunicacién nos referiremos a dos textos escolares elegidos por su arraigo
en el mercado editorial. Este andlisis esta en proceso y continuara con otros textos.

Hemos recorrido los textos estructurando nuestra lectura sobre la base de cuatro ejes de
analisis: 1.- Definicion y conceptualizacion; 2.- Representacion; 3.- Orden y Densidad vy,
finalmente, 4.- Operatoria. La construccion de estos ejes se sostiene en parte sobre el propio
disefio curricular y en parte sobre los aspectos que consideramos indispensables abordar
para una conceptualizacion profunda del namero real segun los objetivos de nuestro propio

proyecto de investigacion (Bergé et al, 2018). Los desarrollamos a continuacion.

1.- Definicion y conceptualizacion: nos interesa comprender de qué modo se define en los
textos a los nimeros irracionales y a los reales. Indagamos si el texto proporciona alguna
justificacion acerca de la necesidad de la existencia de otros nimeros ademas de los
racionales. Es decir, nos preguntamos si el texto toma a su cargo hacer visible la razon de
ser de los nimeros reales dando cuenta de qué nuevos problemas permiten resolver estos
nameros. En torno a la conceptualizacion de los irracionales consideramos como un asunto
de la ensefianza la necesidad de problematizar la relacion entre las representaciones de
ciertos numeros irracionales en términos de operaciones y su posible representacion
decimal. En este sentido consideramos necesario asumir como cuestiones de la ensefianza

preguntas tales como: ¢es posible distinguir el nimero de la operacion?

2.- Representacion: nos referimos a la cuestion de la representacion de los reales en dos

sentidos, por un lado la representacion del objeto en si mismo (que admite, para algunos
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numeros reales multiples formas) y por el otro, la forma de encontrar su ubicacion en una
recta graduada si eso resulta viable. En relacion a la representacion en la recta graduada nos

preguntamos:

-Si se apela a la relacion pitagorica para representar en la recta las raices cuadradas de

ciertos — algunos, pocos, muchos — nimeros naturales, y cual es el uso de esta técnica.
En relacién a la representacion de los nimeros irracionales nos preguntamos:

-Qué tipo de representaciones de los nimeros se ponen en juego en la resolucion de

problemas y qué vinculos se proponen entre distintas representaciones.

-Qué numeros irracionales se presenta a los estudiantes y cémo se comunica su no

racionalidad.

3.- Orden y Densidad: entendemos que la comprensién de la densidad tanto de los
racionales como de los irracionales, supone una percepcion del infinito —en tanto proceso o
conjunto- que no es evidente para este nivel de ensefianza. La representacion de los
nameros en la recta y la posibilidad de ordenarlos puede constituir un pie de apoyo en esta
empresa. Nos preguntamos en relacion a estas cuestiones:

-Cuadl es el tratamiento que se da a la nocion de densidad en racionales y en irracionales.

-Qué vinculo proponen entre las técnicas de representacion en la recta, el orden y la

densidad.

4.- Operatoria: tradicionalmente la ensefianza se ha encargado de poner en primer plano el
dominio por parte de los estudiantes del calculo en todos los conjuntos numéricos. En
particular en el conjunto de los irracionales existen practicas arraigadas donde el dominio
de una técnica se ubica por encima de la necesidad del calculo. La imposibilidad de
expresar a muchos de los irracionales en una expresion decimal en forma completa

favorece este tipo de précticas. Nos preguntamos:

- Qué papel se le otorga a la operatoria y qué aspectos de la representacion del numero se

vinculan a esta actividad.
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Resultados Preliminares

Presentamos a continuacion un esbozo de nuestros primeros analisis sobre los materiales
abordados. Se trata de un informe de avance pues la actividad esta todavia en proceso.
1) Textol!:
En relacion al eje definicién y conceptualizacion el texto comunica como punto de partida
en una unica placa:
a) que los nimeros irracionales son aquellos que no pueden escribirse como fraccion, sin
mencionar el desarrollo decimal de los numeros irracionales,
b) que los nimeros racionales, son los nimeros que se pueden escribir como fraccion y

que las fracciones tienen una expresion decimal finita o periddica,

¢ que m ,¢, V2 y 5 son irracionales. Estos primeros ejemplos se apoyan
aparentemente en conocimientos previos de los alumnos.

d) que los reales constituyen el conjunto que retne a racionales e irracionales,

e) que las raices con indice natural de nimeros naturales que no dan resultados enteros
son nameros irracionales (esta afirmacion no tendré validacion en el capitulo).

Nos interesa destacar el tratamiento diferenciado para los irracionales. La definicion

encuadra al numero irracional como aquel que no puede escribirse como fraccion mientras

que en ejemplos y tareas se apela a la escritura decimal donde se lo caracteriza como

expresion decimal infinita sin periodo. Esto requiere un dominio por parte de los alumnos

de una equivalencia que sabemos es debil en la escuela secundaria (y luego también) a

saber: “‘un niumero se escribe como fraccion si y solo si tiene desarrollo finito o infinito con

periodo”. Sabemos que en afios anteriores la técnica de paso de un numero decimal a

fraccién y la reciproca ha sido empleada sin pretension de generalidad.

Con respecto a la necesidad de distinguir entre “el nimero” y la operacion con la que se lo

representa, el texto propone el uso de la calculadora; por ejemplo, se pide aproximar el

valor de un determinado nimero tal como /7 . Nos preguntamos en qué sentido el alumno

puede controlar cual es el nimero y cudl la aproximacién. Discernir entre el resultado que

' Corresponde a la serie Entre nimeros 111, Matemética, de editorial Santillana. Material de distribucién
gratuita en escuelas de todo el pais por el Ministerio de Educacion en 2018.
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arroja el visor y el resultado exacto supone conocer de antemano éste Ultimo. Sin embargo,
este conocimiento no esta disponible en un momento introductorio como éste. Nos
preguntamos entonces como, frente a una expresion nueva es posible rechazar el resultado
que aporta la calculadora y controlar la informacién que ella devuelve.

Sobre la cuestion de la representacion, la notacion de puntos suspensivos se utiliza para
encontrar una regla de formacion del nimero en expresiones decimales infinitas no
periddicas. Estos numeros, -bien identificados- son una buena herramienta para
desnaturalizar la idea que impera en estudiantes que egresan del secundario acerca de que
los irracionales son unos pocos nameros raros (Cifuentes, Ferrero y Montoro (2012)).
Notamos que en algunos casos las regularidades numéricas no son unicas. Por ejemplo, la
expresion decimal 0,123456... podria continuar en 0,123456123456123456... asi como
0,123456789101112131415... o incluso 0,123456012345601234560...

Sobre la representacion en la recta, el texto ofrece representar a través de Pitdgoras una
raiz cuadrada particular a partir de lo cual propone la tarea de determinar la posicion de
otras raices. Esto permite que el estudiante acumule un buen namero de irracionales a
ubicar en la recta lo que también contribuye a considerar a este conjunto como algo mas
que un par de ejemplos de nimeros “raros”. Sin embargo, no se problematiza la condicién
de irracionalidad de estas nuevas raices ni la posibilidad de generalizar el método para asi
poder ubicar una raiz cuadrada arbitraria e irracional utilizando este método. Esta técnica de
representacion no queda aislada sino que sera reutilizada para abordar el orden entre los
reales.

Por altimo en relacién con la representacion de las raices cuadradas en la recta el texto
comunica que la ubicacién de todos los nimeros reales en la recta deja a la recta completa
y que es por esto que los reales se consideran un conjunto completo. Queremos notar que,
por un lado la técnica del uso de Pitagoras solo permite ubicar raices cuadradas quedando
fuera de esta técnica un conjunto infinito de irracionales. Seria ésta una buena oportunidad,
apelando a otras raices de sefialar que esta técnica es limitada. Por otra parte pero también
ligado a este hecho consideramos que la completitud de los reales esta lejos de poder ser

comprendida en funcion de esta representacion y aun contando con otras.
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En relacion al orden y la densidad, el uso de Pitagoras para la representacion de raices
cuadradas sera puesto en el lugar de herramienta para decidir por el orden en la recta de
otras raices cuadradas y también de nUmeros que se obtiene como resultado de operar
(sumar, dividir, multiplicar) con raices cuadradas ya presentadas y ubicadas en la recta.

A través de actividades propuestas a los alumnos el texto da un espacio para que un
docente-comandado por un proyecto de ensefianza- aproveche esta actividad — que consiste
en ubicar irracionales entre racionales o irracionales — para considerar la densidad de cada
uno de estos conjuntos, a saber: la densidad de los racionales en los racionales y la de
irracionales en los irracionales. Se trata de una propuesta ligada a la de ordenar los reales.
Entendemos que esto es un punto de partida y que el texto supondra otra instancia para
considerar la densidad.

En cuanto a la operatoria se proponen ejercicios para operar con radicales involucrando
las cuatro operaciones béasicas. La operatoria se desvincula de lo realizado hasta el
momento. Predominan expresiones con raices cuadradas.

La actividad de operatoria no es la principal del capitulo. Hemos mencionado otras en
torno al reconocimiento y clasificacion de numeros racionales e irracionales, la
representacion en la recta, el ordenamiento apelando a diferentes recursos y la busqueda de
racionales e irracionales acotados entre nimeros preestablecidos. Ademas el texto propone
actividades de aproximacién, redondeo y truncamiento y otras destinadas a comprender el
uso de conjuntos acotados, no acotados con primer elemento, con Gltimo elemento y sin
ellos. Un par de problemas sobre areas y perimetros de distintas figuras incorpora como
datos de las medidas de los lados de las figuras a nimeros irracionales (en casi todos los
casos raices cuadradas) con los cuales el alumno tendra que operar para hallar area y

perimetro de figuras conocidas.

2) Texto 2°
El capitulo destinado a los reales comienza con una recuperacion de ideas sobre las

proporciones y, de este modo, sobre los nimeros racionales. Se presenta a los racionales

? Corresponde a la serie Huellas, Matematica, [4] ES de editorial Estrada. Material de distribucion gratuita en
escuelas de todo el pais por el Ministerio de Educacion en 2016.
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como aquellos nimeros que pueden escribirse como fraccion, privilegiando la escritura
fraccionaria a la descripcion de su expresion decimal. EI método de la mediatriz para la
representacion en la recta permite problematizar la nocion de densidad entre racionales
argumentando que la técnica podria repetirse infinitamente.

En relacion con la definicion y conceptualizacion de los reales, se presenta v/2 como la
hipotenusa de un triangulo rectangulo isésceles de catetos de medida uno. La calculadora se
utiliza como recurso para convencer al estudiante que este nimero no es racional. Para ello
propone tomar el desarrollo decimal que la calculadora ofrece (1,414213562 segln el
texto), borrarlo, ingresarlo directamente y elevarlo al cuadrado para comprobar que el
resultado no es 2 y asi rechazar el resultado decimal finito 1,414213562 como valor de v/2.

Nos interesa sefialar que la propuesta del texto podria tener muchas respuestas posibles
segun el tipo de celular o de calculadora disponibles en el aula. Esta variedad de respuestas
no necesariamente coincidird con la que el texto indica, lo que puede derivar en un
momento de la clase con muchas preguntas y pocas certezas. De todos modos creemos que
el docente puede utilizar esta variedad de respuestas de la tecnologia para abonar a la
pregunta por el desarrollo decimal de v/2.

Finalmente el texto enuncia que no es posible encontrar una expresién decimal con periodo
para v2 porque el nimero /2 es irracional y desarrolla la demostracion clasica de la
irracionalidad de +/2 . Esta demostracion no sera reutilizada.

A estas ideas agrega una nueva: a partir de un ejemplo especifico — 1/7-el texto explica a
través de la cuenta de dividir “a mano” que, cuando la expresion decimal de un nimero
racional es infinita, la existencia finita de restos posibles deriva en la presencia de un
periodo. A partir de este ejemplo el texto concluye que los nimeros irracionales son
aquellos con una expresion decimal infinita no periodica.

También propone “demostrar” que el numero de oro es irracional. Para esto reutiliza la
estructura por el absurdo de la demostracion realizada para v2. Sin embargo se asume la
irracionalidad de /5. Luego el texto sentencia que “se puede demostrar que las raices

cuadradas que no son enteras son irracionales”.
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Se presentan nmeros con expresiones decimales que se generan a través de un patron claro
para los alumnos y queda como tarea decidir si se trata de racionales o de irracionales. Nos
parece bien interesante desplegar la basqueda de patrones para ambos conjuntos.

Tomando el texto desde su planteo inicial hasta aqui, notamos que los irracionales aparecen
como medidas asociadas a propiedades geométricas de algunas figuras. Asi v2 se asocia al
triangulo isdsceles rectangulo, el nimero de oro al pentadgono regular y m se vincula a la
circunferencia. La geometria es la base de apoyo para dar un sentido de ser de los
irracionales. Se evidencia en el texto una busqueda de este sentido.

Luego de sostener tareas alrededor de los nimeros irracionales define a los reales como la
union de los racionales e irracionales.

El texto se ocupa de validar algunas operaciones entre racionales e irracionales reutilizando
la estructura de la demostracion de V2 y la representacion fraccionaria de los racionales.
Sobre la representacion de los irracionales se comunica que la Unica forma de representar
a /2 con precision es escribir justamente esa expresion y que toda escritura decimal finita
sera una aproximacion. Algunos irracionales quedan atrapados exclusivamente con un
nombre, como 1t , otros en una operacion como las raices cuadradas no enteras de naturales
y en el caso del nimero de oro, tiene nombre, ¢ , y expresion asociada: %ﬁ .

Aparecen fracciones, expresiones decimales finitas, expresiones decimales infinitas,
algunas claramente periodicas (indicadas con el arco sobre el periodo), irracionales
conocidos, algunas expresiones con radicales. Segun la tarea propuesta sera posible utilizar
distintas formas de representacion de los nimeros. Por ejemplo, en la busqueda de la
medida del lado de una figura, el pedido de precision demandara el uso de representaciones
de los nimeros como las ya discutidas (para v/2) donde la operacion queda indicada. En
otras, como las tareas de ordenar, sera viable considerar representaciones decimales
controlando la aproximacion.

En relacion con la representacion en la recta el texto muestra la técnica de ubicacion de
/2 apelando a la relacion pitagorica e indicando variantes para ubicar otras raices lo que
incluye el uso de la mediatriz para ubicar el nimero de oro. No propone reutilizar esta

técnica, mas alla de la ubicacién de raices cuadradas.
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El orden, se apoya en la representacion mencionada para comparar, por ejemplo, v2 y /3

o también /5.2 y +/7. Cuando esta estrategia presenta limites, se propone una
aproximacion a los numeros a través de su expresion decimal, o un uso de expresiones
equivalentes.

En cuanto a la densidad, se comunica para los racionales primero y para los irracionales
luego, que cada uno de ellos es un conjunto denso. Las tareas que se proponen a los
estudiantes haran jugar la densidad en los dos conjuntos en simultdneo. Es notable que
habiendo realizado un conjunto de explicaciones para dar soporte a la densidad de los
racionales el texto no repita este mismo procedimiento para convencer al estudiante de la
densidad de los irracionales.

Hay un juego constante entre lo aritmético de los conjuntos numéricos y lo geométrico de
la recta. Por ejemplo, al proponer la media aritmética como forma de encontrar un nimero
entre otros dos y la mediatriz para ubicarlo en la recta, sin reparar en la naturaleza de los
nameros.

Finalmente, con referencia a la Operatoria el texto prescinde de actividades repetitivas
destinadas al dominio de las operaciones entre radicales. Toma contextos geométricos que

involucran perimetros, areas o medida de lados para realizar operaciones sencillas.

Conclusiones

Los textos analizados resultan representativos, a nuestro juicio, de los intentos por lograr un
proyecto de ensefianza de los reales plausible en la escuela secundaria y comprometida con
la prescripcion curricular.

A modo de sintesis nos interesa sefialar:

-La presencia en ambos textos de un conjunto de tareas sobre los irracionales que permite a
los alumnos concebirlos como un conjunto infinito.

- La complejidad de atrapar la expresion decimal de los nimeros irracionales se pone de
manifiesto en el uso de puntos suspensivos. En un momento inicial de estudio, la formacion
de la expresion decimal es condicién necesaria para determinar la racionalidad o
irracionalidad del numero. Consideramos conveniente que el texto tome a su cargo la

explicacion de la regla de formacion del namero evitando dejar a cargo de los estudiantes
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su comprension. El uso de un texto explicativo podria contribuir a dar claridad. En la
misma direccion consideramos interesante despegar la busqueda de patrones de los
numeros irracionales y plantearla tanto para racionales como para irracionales.

- La técnica de representacion de raices cuadradas contribuye a la tarea de ordenar numeros
a través de su representacién en la recta y ambos textos dan cuenta de su potencial uso. Sin
embargo en ambos casos, la reutilizacion de esta técnica para la problematizaciéon de la
densidad es menos logrado dejando en manos del docente este proyecto sobre la base de
algunos pocos problemas. Desde nuestro punto de vista la densidad es una idea necesaria

para concebir la infinitud de los irracionales aun en conjuntos acotados.
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