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RESUMEN

El uso de herramientas informadticas en la resoluciéon de problemas matemdticos genera
escenarios donde los métodos de resolucion implican distintas competencias matematicas, en
este trabajo se muestran diversas variantes en la solucién de un problema geométrico. El
objetivo central es el estudio de los distintos marcos mentales involucrados y el valor
didéctico de la multiplicidad de enfoques. La situacién que se plantea tiene que ver con la
interseccién de rectas y las formas de resolucién estdn ligadas a las aplicaciones que se
utilizan. Con un sistema de matemadtica dindmica se trabaja con objetos y listas, con un
sistema de calculo simbdlico se obtiene la solucién mediante un comando estructurado
programado especificamente y finalmente se utiliza la simetria del problema para resolverlo
deductivamente. Los esquemas mentales puestos en juego en cada una de las tres formas de
resoluciéon son distintos. El primer marco esta relacionado con la organizaciéon de la
informacion y su posterior procesamiento, en el segundo hay programacion del sistema para
que ejecute las operaciones necesarias y por ultimo, el método que podriamos llamar clésico,
tiene que ver con el descubrimiento de la simetria del problema.
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INTRODUCCION

Un marco de pensamiento es una representacion que intenta guiar el proceso de pensamiento,
organizdndolo, apoyédndolo y catalizando ese proceso (Perkins, 1986), en esta linea se intenta
mostrar como, en la resoluciéon de un problema, las distintas herramientas que se utilizan
generan distintos registros de los objetos involucrados y diferentes estrategias mentales en pos
de la solucion.

La incorporacién de tecnologia informdtica a la ensefanza de la matemadtica cubre la
necesidad de poner a disposicion de docentes y estudiantes nuevas herramientas que facilitan
la ensefianza y aprendizaje de conceptos y contenidos, ayudan a resolver problemas y lo que
es mas importante contribuyen a desarrollar nuevas capacidades cognitivas.

Las computadoras son herramientas esenciales para la ensefianza, el aprendizaje y el
desarrollo de las matemadticas. Generan imégenes visuales de las ideas matemadticas, facilitan
la organizacién y el andlisis de datos y realizan célculos de manera eficiente y precisa.
Cuando disponen de herramientas tecnoldgicas, los estudiantes pueden enfocar su atencién en
procesos de toma de decisiones, reflexion, razonamiento y resolucién de problemas. (Santos
Trigo, 2001)

Algunas de las posibilidades que brinda la utilizaciéon de este tipo de aplicaciones estdn
relacionadas con la posibilidad de producir modificaciones, dar respuestas y requerir acciones,
con inmediatez y fluidez, permite, entre otras cosas, la exploracion dindmica de
representaciones y el control de una secuencia de acciones. Multiples formas de
representacion en un mismo medio (Azinian, 1998).

Las caracteristicas citadas, ademds de permitir el desarrollo de ambientes de aprendizaje
enriquecidos, abren nuevas ventanas al proceso de aprendizaje de los alumnos.

A continuacion se resuelve un problema geométrico en tres contextos distintos, dos de ellos
relacionados con el uso de software.

La primera solucién se desarrolla en el entorno que proporciona GeoGebra, este programa
permite trabajar con objetos relacionados dindmicamente, se tienen simultineamente un
registro algebraico y un registro gréafico de la situacion.

La segunda version utiliza como ambiente a Maxima que por ser un sistema de programacion
simbodlica muestra la secuencia de comandos y las operaciones implicadas por estos, en este
sentido es mds austero que el anterior pero permite un control completo sobre la precision
utilizada.

Por dltimo la solucion llega utilizando papel y ldpiz, pero no para realizar las cuentas de
manera mecdnica, esto seria muy engorroso, sino utilizando la simetria del problema. Este
seria un contexto heuristico que requiere una cierta cuota de pensamiento lateral.

PROBLEMA GEOMETRICO

Enunciado

Se divide el primer cuadrante del plano en dngulos de 1° mediante 91 rectas que pasan por el
origen. Las rectas son las dos que coinciden con los ejes y otras 89 mads. Se traza la recta que
intersecta a los ejes en los puntos (10,0) y (0,10) y se consideran los puntos de interseccion
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de esta recta con las 91 trazadas anteriormente. El problema consiste en hallar la suma de las
primeras coordenadas de estos puntos. En la Figura 1 se representa la situacion, la solucién es
la suma de todos los Xi.
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Figura 1: Representacion grdfica del problema

Este problema es una adaptaciéon de un enunciado tomado de la propuesta semanal de la
Olimpiada Matematica Argentina (Fauring y Gutiérrez, 2012).

Planteo de la solucion

La solucién pasa por encontrar los puntos de interseccion entre la recta que intersecta a los
ejes en los puntos (10,0) y (0,10) con cada una de las rectas que pasan por el origen y luego
sumar las abscisas de estos 91 puntos de interseccion.
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Con i que toma valores entre 0 y 89. El valor 90 se excluye porque la tangente no estd
definida, siendo en este caso la recta vertical y su abscisa es nula.
Los valores de x, solucién de cada uno de los sistemas, son:

=10
1+tanﬁ%i%

Finalmente se calcula la suma de todos los Xi

Xi

SISTEMA DE MATEMATICA DINAMICA

Eleccion del software

La aplicacioén que utilizamos es GeoGebra, el motivo de la eleccién es que el programa esta
instalado en las netbooks de Conectar Igualdad y tiene licencia GNU (General Public License
v2), es un software libre de matemadtica para la educacién en todos sus niveles, disponible en
multiples plataformas. Retne dindmicamente, aritmética, geometria, dlgebra y cédlculo en un
Unico entorno, sencillo a nivel operativo y muy potente. Ofrece representaciones diversas de
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los objetos desde cada una de sus posibles perspectivas: vistas graficas, algebraicas,
estadisticas y de organizacion en tablas, planillas y hojas de datos dindmicamente vinculadas.
(Hohenwarter, 2012).

Resolucion del problema usando GeoGebra

Para resolver el problema en este entorno se utilizan los comandos: Secuencia para generar
varias listas, Interseca para hallar los puntos de interseccion entre las rectas, Elemento para
seleccionar elementos de una lista y Suma para sumar todos los elementos de una lista.
Secuencia[Expresion, Variable i, Nimero a, Numero b]: Establece una lista de objetos
creados desde la expresion dada y el indice 1 que varia en el rango que va del nimero a al b.
SumalLista]: Calcula la suma de todos los elementos de la lista. (Hohenwarter y Preiner
2007)

En la Figura 2 aparece la secuencia de comandos que se introducen en la linea de entrada,
primero se define la recta y = 10 — x , luego se genera la listal que produce las rectas por el
origen, en tercer lugar se genera la lista2 con todos los puntos de interseccidn, en la lista3 se
selecciona de la lista2 la primera coordenada, en la lista4 se crean los puntos sobre el eje x
con un proposito gréfico, finalmente se suman los elementos de la lista3 para obtener el
resultado del problema.

* Protocolo, de Construccion - problema-nuevo.ggh

Wk
A & F & e
e | Mombre | Definicion | valor \
1/Funcian f i =10-3%
2 Lista listat Secuenciaftang w/ 180y x, i, 0, 89] listatl = {tan{0m £ 180) ¥, tanim £ 1800 x, tan(2w M 180) ¥, tan{3m /1803 x, tan{dm /1 80) ¥, tanis...

3 Lista lista2 Secuenciallntersecalf, Elementoflistat, i, (017, 9833, 0,1, 90] lista2={{10, 0}, (3.83, 0.17), (9 66, 0.34), (9.5, 0.5), (4.35, 0.65), (9.2, 0.8), (9.05, 0.95), (3.9..

4 Lista lista?  Secuencia(Elementallista2, i, i, 1, 80] listaZ = {10, 9.83, 9.66, 9.5, 9.35, 9.2, 0.0, 8.91, 8.77, 8.63, 8.5, 8.37, 8.25,8.12, 8, 7.89, 7....
5Listalistad Secuencial(Elementaflista3, , 0, 1, 1, 80] listad = {{10, 0), (3.83, O}, (9.66, 0), (9.5, 03, (9.35, 0), (9.2, 00, (9.05, OV, (8.91, 0, (B.77, OY, (...
& Mmero suma Sumallistad) suma= 454

EREIERER

Figura 2: Secuencia de entradas en GeoGebra

En la Figura 3 aparece la vista algebraica que produce la ejecucion del codigo anterior y en la
Figura 4 aparecen los registros graficos de los objetos anteriores.
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* Vista Algebraica - problema-nuevo.ggh

= Objetos Libres
e fix)=10-x
- Objetos Dependientes
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-5 lista2 = {(10,0),(9.83,0.17), (9.66,0.34), (9.5,0.5), (9.35,0.65), (9.2,0.8), (9.05,0.95), (8.91. 1.09), (8.77, 1.23), (8.63, 1.37), (8.5.L.5), (8.37. 1
-0 fista3 = {10,0.83,9.66,0.5.0.35,0.2,0.05,8.91,8.77,8.63,8.5,8.37, 8.25,8.12,8,7.80, 7.77,7.66,7.55,7.44,7.33,7.23,7.12,7.02,6.92,6.82, 6.7

w3 listad = {(10,0),(9.83,0),(9.66,0).(9.5.0).(9.35,0).(9.2,0).(9.05,0).(8.91.0),(8.77.0).(8.63,0).(8.5,0).(8.37.0),(8.25.0).(8.12,0),(8.0),
“-0 suma= 455

< |

Figura 3: Vista algebraica en GeoGebra

- problema-nuevo.ggh
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Entrada:

Figura 4: Vista grdfica en GeoGebra

La respuesta al problema se puede leer en la ventana algebraica (Figura 3) donde dice:
suma = 455

SISTEMA DE CALCULO SIMBOLICO

Eleccion del software

Nos inclinamos por wxMaxima por idénticos motivos que antes. Este es un entorno gréfico,
que permite ejecutar el programa Maxima de forma indirecta, posee licencia libre y se puede
instalar de forma complementaria y constituye un ambiente mas amigable para el usuario que
la consola de Maxima (Rodriguez Galvén, 2007)

Maxima es un sistema para la manipulacién de expresiones simbodlicas y numéricas,
incluyendo diferenciacion, integracion, expansion en series de Taylor, transformadas de
Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas de ecuaciones lineales, y vectores,
matrices y tensores. Produce resultados con alta precision usando fracciones exactas y
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representaciones con aritmética de coma flotante arbitraria. Adicionalmente puede graficar
funciones y datos en dos y tres dimensiones. (Rodriguez Riotorto, 2011)

Resolucion del problema usando wx Maxima

Mixima resuelve el problema con una tnica sentencia:

Se inicializa una variable s en O:

s:0$

Se ejecuta una iteracion sobre i desde cero a ochenta y nueve con paso uno actualizando el
valor de s con la solucién de la ecuacién que da la abscisa del punto de interseccion de las
rectas:

for 1:0 thru 89 do s:s+solve([tan(i*%pi1/180)*x=10-x], [x]);

En la Figura 5 se ve la salida donde se anuncia la ejecucién del cédigo.

@ wxMaxima 12.01.0 [ Suma de abscisas.wxm ]

4rchivo  Editar  Celda Maxima Ecuaciones Algebra  Andlisis  Simplificar  Graficos  Mumérico  Ayuda

I@F e« VBB O >0 e
-
(311 =:08 for i:0 thru 89 do =s:z+solve([tan(i*%pi/ 1800 *==10-x], [=]):
(%02) done

Preparado para |3 entrada de usuario

Figura 5: Suma de las abscisas

En la Figura 6 se ve el resultado de la suma.
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® wxMaxima 12.01.0 [ Suma de abscisas.wxm* ] EJ@|§|
Archiva Editar  Celda Maxima Ecuaciones Algebra  épalisis Simplificar  Graficos Numérico  Ayuda
= 7 =
@3 Sk & DB RO > O @
S
4 (%11) =:058 for 1:0 thru 89 do =:s+solve([tan(i*%pi/180)*x=10-x], [=]);:
(%02) done
Fo(513) s
] 10 10 10 10 10 10 10
(%03) [90 x= + + + 1 +
43 17 4iq
tan[ ]w*l tan(—]le an(—J+l tan(E}tl an(—]+l tan(—]w*l tan[ ]w*l tan(gjwtl
10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + + + + +
(9 ] [4 1(] (79 1:] (13 :;] (?7 :;] [19 :;J [5 1[] (37 1(] (73 1:]
tan|—(+1 tan/—|[+1 tan/——|+1 tan|——|+1 tan|——(+1 tan +1 tan/—([+1 tan|—|+1 tan/—|+1
z0 3 180 an 180 45 1z S0 180
10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + + + + +
(2 11] [71 11] [7 1[] (23 :u] [17 a;] [57 a;] [11 n] [13 11] [15 'n]
tan/|—|[+1 tan +1 tan[—|[+1 tan/—|+1 tan|——|+1 tan +1 tan +1 tan +1 tan +1
g 150 k=] &0 45 180 30 36 45
10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + + + + +
T 3l aln 599 297 19q 14q 1iqm in
tan/—|+1 tan +1 tan +1 tan +1 tan|——|*1 tan|——|+1 tan|——|+1 tan|——|+1 tan|—|+1
20 a0 a0 is0 =] &0 45 36 10
10 10 10 10 i0 10 10 10 10
+ + + +
EER 1 Sn a 49 477 23m 11q
tan| +1 tan|——|+1 tan|——|+1 tan|—|*+1 tan|——|+*1 tan|—[+1 tan +1 tan| +1 tan +1
1z0 18 15 a0 a0 45
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + +
R 41y e Ia 19 m :u n
tan| +1 tan/—|+1 tan +1 tan[—|+1 tan|—|+1 tan +1 tan| +1 tan/—[+1 tan|/—|[+1 tan] +1
1s0 180 o s
10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ +- +- +
Tn 13g
tan)| +1 tan|—|[+1 tan|—|[+1 tan|—|+1 tan|—|+1 tan|—|+1 tan[—|+1 tan|—|+1 tan|/—|+1
&0 45 a0
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + + + + + +
(23 1;] (11 1:] [? 11] (n] [19 :u] [ % ] [17 11] (4 1;] ( % ] [? 11]
tan/——|+1 tan|——|+1 tan|—|+1 tan[—|+1 tan| +1 tan/—|+1 tan| +1 tan|—|([+1 tan|—|+1 tan/—|+1
150 =l [&]n) 9 180 10 180 45 12 =ln)
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
+ + + + + + + + + +
(laﬂj (ﬂj [11,‘] [ﬂ] [“j [Z“J (’?‘n] (n] (‘nj (‘nj
tan|—|+1 tan|—|+1 tan|—(+1 tan—|+1 tan/—|+1 tan[—|+1 tan/—|+1 tan|[—|[+1 tan|—|[+1 tan/—|+1
1s0 15 180 18 20 45 180, 3o 36 45
10 10 10 1043 10
+ +- +-\l'_‘ +-\l'_' +15F
n n L3 +
tan(f}tl tan(f}‘l tan[f]wll il il
60 =] 1&0 v
Preparada para la enfrada de usuario

Figura 6: Resultado de la suma de las abscisas

Miéxima muestra el resultado de la suma en modo simbdlico, para calcular de manera
numérica se ejecuta el comando float (Figura 7)

® wxMaxima 12.01.0 [ Suma de abscisas.wxm®* ]
Archiva Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra  andlisis  Simplificar  Graficos  Numérico  Ayuda

LEd & « 0 d e 0 2]

(%i4) float (%), numer;
(%cd) [90.0 x=454.99939335305548 7

Preparado para |a entrada de usuario

Figura 7: Resultado aproximado de la suma de las abscisas

El resultado del problema figura en la dltima linea de salida siendo 454.9999999999999

SIMETRIA. RESOLUCION DEDUCTIVA

Sitio web: http://jornadasceyn.fahce.unlp.edu.ar/iii-2012
La Plata, 26, 27 y 28 Septiembre 2012 — ISSN 2250-8473

110


http://jornadasceyn.fahce.unlp.edu.ar/iii-2012

Actas III Jornadas de Ensefianza e Investigacion Educativa en el campo de las Ciencias Exactas y Naturales
Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacién. Universidad Nacional de La Plata

En esta seccidn resolveremos el problema prestando atencién a la simetria por pares de las
rectas respecto de y=x y la hecho de la perpendicularidad de y=/0 —x con y = x.

A1

<
n
>

A3

N
n

Q- mmmmmmmmmme -

X2

L
Oe--------

Figura 8: A2 es el punto medio entre A1y A3

En la Figura 8 las rectas por el origen que pasan por A/ y por A3 son simétricas respecto de
y=x luego los tridngulos AIOA2 y A20A3 son congruentes y por lo tanto A2 es el punto
medio entre A/ y A3, luego X2 es el punto medio entre X/ y X3, esto es:

XZ% 23 . X1aX3=—= X2

Como A2 es el punto de interseccion entre la recta y=x y la recta y=/0 - x sus coordenadas
son (5,5) luego X2=5y por lo tanto X/+X3=10.

Hay 45 rectas con pendientes menores que uno (que corresponden a los dngulos que van de 0°
a 44°) y 45 rectas con pendientes mayores que uno (que corresponden a los dngulos que van
de 46° a 90°), cada pareja simétrica aporta 10 a la suma que resulta 450, la abscisa X2 es 5, el
resultado final es 455.

COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

El problema que elegimos podria complicarse aparentemente dividiendo el primer cuadrante
en sectores angulares de un segundo de grado lo que nos propondria 324001 rectas por lo
tanto tendriamos la misma cantidad de puntos de interseccién con la recta y = 10 — x sin
embargo las tres modos de resolucién cambiarian muy poco. Diferente seria si se afecta la
simetria del problema reemplazando la recta y = 10 — x por la recta y = 10 —2x las dos
primeras soluciones seguirian aplicindose de la misma manera mientras que la tercera forma
de resolucién no seria aplicable.

Cuando se plantea un problema de este tipo y ademds se proponen los entornos de trabajo se
produce un efecto sinérgico que facilita la solucién en un contexto cuando ya se la ha
obtenido en otro. Por ejemplo, en el caso que nos ocupa, es probable que si se trabaja la
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solucion del problema en GeoGebra la vista grafica de los objetos desencadene la idea que
permite resolver el problema como fue presentado en tercer término.

Los marcos mentales que presentan los tres entornos considerados son diferentes. Con un
programa de matematica dindmica se obtienen los objetos que intervienen en la solucién y se
opera algebraicamente con ellos, en forma paralela el programa muestra los aspectos graficos
correspondientes, las representaciones mentales integran los aspectos algebraicos vy
geométricos como un todo. Con un sistema de algebra computacional la posibilidad es
programar la tarea con un lenguaje de alto nivel, con un control del calculo simbdlico y la
precision numérica muy grande, los procesos mentales son mas abstractos y carecen de
elementos visuales. La solucidon obtenida utilizando la simetria es la que requiere una
componente de creatividad mayor y las ideas que se ponen en juego estdn, de algin modo, en
segundo plano, en un determinado momento todo se conecta y la solucién se presenta de
modo completo. En el dltimo caso las ideas que se conectan, que tienen una fuerte carga
visual, son: la perpendicularidad entre la recta y = 10 —x y larecta y = x, la existencia de
parejas de rectas simétricas respecto de y = x, el hecho que el punto de interseccién entre
y=10-x ylarecta y = x es el punto medio de los puntos de interseccién entre y = 10 —x 'y
las rectas simétricas, que la abscisa del primer punto es el punto medio de las abscisas de los
otros dos, que la suma de estas abscisas es igual al doble del punto medio y que esto ultimo
permite hacer la suma que resuelve el problema de un modo simple.

La propuesta de resolucion de un problema en distintos contextos, que pueden estar mediados
por herramientas informaticas o no, posibilitan la integraciéon de distintos marcos de
pensamiento y esto enriquece la situacion didactica. Puede presentarse el escollo de la falta de
familiaridad y manejo de los alumnos con el software que se utilice, en este caso cabe asistir
la tarea en pos de los beneficios que conlleva.
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