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RESUMEN

En este trabajo nos enfocamos en el problema del punto de cambio aplicado al control de
calidad del proceso ensefianza-aprendizaje. Para ello se tomo en cuenta la evolucién temporal
de la proporcion de alumnos promocionados, por cuatrimestre, de la asignatura Estadistica de
la Facultad de Ingenieria de la UNLP, desde el afio 2001 al 2008. El objetivo es analizar la
posible aparicién de cambios en dicha proporcion no detectados por las cartas de control
convencionales. Se trata de establecer las posibles causas de esos cambios en el marco de las
transformaciones ocurridas a partir de la acreditacion de las carreras de Ingenieria de la
UNLP, usando estas herramientas de estudio. El andlisis de punto de cambio es una novedosa
herramienta utilizada con el fin de determinar la existencia 0 no de cambios en procesos de
diferente indole. Para su aplicacion se emplea un test de hipotesis y la metodologia Bootstrap.
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INTRODUCCION

El objetivo final de nuestro trabajo, es el de tratar de estimar cambios en los parametros de los
indicadores, que se utilizan para la evaluacion de los alumnos que se inscriben en asignaturas
de un plan de estudios, en nuestro caso dicho parametro sera la proporcién de alumnos
promocionados por cuatrimestre. Se utilizaron datos obtenidos del desempefio de alumnos
correspondientes a asignaturas del area matematica aplicada, en particular de la catedra
Estadistica, de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata (UNLP).
Existen distintas metodologias empleadas para detectar cambios sutiles en dichas
proporciones, los cuales fueron presentados con anterioridad en otros trabajos. El analisis de
esta tematica la venimos desarrollando a partir del afio 2006 (Calandra y Vericat, 2008) y
entre las herramientas utilizadas para encontrar puntos de cambio se propusieron
oportunamente las metodologias de sumas acumuladas, minimos cuadrados y el Criterio de
Informacion de Schwarz (SIC) (Chen y Gupta, 2000; Schwarz, 1978), en esta oportunidad se
pretende usar un test de hipotesis basado en el criterio de Cociente de Verosimilitud y una
herramienta estadistica muy usada actualmente, debido a los avances de la informatica,
Ilamada Bootstrap parametrico. La metodologia de punto de cambio es utilizada en control de
calidad: en un proceso continuo, la calidad de un producto es esperable que sea estable. Sin
embargo, por diversas razones, el proceso puede a partir de un determinado momento fallar y
6 cambiar . Uno quisiera por lo tanto encontrar en que punto o periodo (punto de cambio) ha
ocurrido dicho cambio para poder buscar causas asignables, si es que las hay.

Caracteristicas del estimador

Los primeros estudios realizados sobre el estimador de punto de cambio datan de 1950. En
general en estos casos uno tenderia a hacerse las siguientes preguntas: ¢Ha ocurrido un
cambio en el proceso? ¢Ha ocurrido mé&s de un cambio? ;Cuando han ocurrido dichos
cambios? ¢Con qué nivel de significacion? y desde luego finalmente ¢Cuales seran las causas
asignables a dichos cambios?. Todas estas preguntas podrian responderse mediante la
aplicacion del estimador de punto de cambio. Este método puede ser aplicado a todo tipo de
datos ordenados en el tiempo. Tradicionalmente la metodologia de las cartas de control es
usada para detectar cambios en procesos, la diferencia fundamental entre el estimador de
punto de cambio y las cartas de control, es que ésta Ultima metodologia se puede aplicar a
medida que se van recolectando los datos, en cambio para realizar un andlisis mediante el
estimador de punto de cambio se debe contar con toda la muestra de datos. El estimador de
punto de cambio, ademas, es capaz de encontrar cambios no detectados por las metodologias
habituales de cartas de control.

Este trabajo tiene como objetivo mostrar la aplicacion de la metodologia Bootstrap
paramétrica para la deteccion de posibles puntos de cambio en una secuencia de parametros
asociados a variables aleatorias discretas, en nuestro caso binomiales. Usualmente, la
inferencia estadistica acerca de punto de cambio tiene dos aspectos que abordaremos: el
primero es detectar si hay algin cambio en la secuencia, y el segundo es estimar el nimero de
cambios y su correspondiente localizacion.

METODOLOGIA

Para mostrar la aplicaciéon de esta metodologia en el analisis de datos correspondientes a la
evolucion de resultados de alumnos se planteara el problema considerando que tendremos
variables aleatorias x;j = nimero de alumnos promocionados en el periodo i, y llamaremos p; a
la proporcion de alumnos promocionados en dicho periodo i, y denotaremos con n; al niUmero
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total de alumnos inscriptos en cada periodo i, siendo ¢ el numero total de periodos a evaluar.
Por lo tanto nuestro caso lo podemos plantear como sigue. Supongamos ¢ variables aleatorias
con distribucion binomial, x, ~b;(n;, p,), y quex, =m, (nimero de alumnos promocionados
en el cuatrimestre i) para i =1,...,c, donde x, =# de éxitos en los n; ensayos. El objetivo es
testear las siguientes hipétesis:

Ho: p1=p2=... = p.=p (desconocido) vs. Hi:p1=...=pxk =P # Pis1 =... =Pc=p’

La hipotesis H,seria equivalente a que el proceso es estable y la hipdtesis H, es equivalente a
que el proceso es inestable y que hay un punto de cambio en el periodo k.

En caso de rechazar la hipotesisH,,, se dira que hay un cambio en el periodo k. Para este test
se plantea el estadistico basado en Cociente de Verosimilitud, sea:

K [
M =Ym, N, =3n(k=1,..,c0)yM=M_, N=N_, M; =M -M,, N, =N-N,.
i=1 i=1

. ., L N e . o
Entonces, bajo Ho, la funcion de maxima verosimilitud es Lo(p):H o pm(@l-p) ™

i=1
Luego el estimador de maxima verosimilitud de p bajo H, resultaser p = '\l\/ll (proporcion

general de promocionados en un proceso estable).
Bajo Hj, la funcion de maxima verosimilitud es:

)T o oP = [ o

i=1 =k \

y luego los estimadores de maxima verosimilitud de p y p’ resultan ser los siguientes:
M, . M-M, M

A:_y y A: -
PN, PTNCN, TN,

Luego el logaritmo del cociente de maxima verosimilitud se obtiene como sigue

log LL(Ffpg) ~10gL,(p)- log L,(p. )

M N-M M N, - M
=M log—+(N-=M)lo -M, log—* =(N, =M, )log| —*———*&
gN"‘( ) g( N j K gN ( K k) g[ N, J

k

(M- oM (v, —Mk>]|og(N*N‘,M*j

k k

Definiendo: 1(n,m)=mlogm+(n—m)log(n—m)-nlogn

Sea L, =-2log L‘L(pA), = 2I(N, M, )+1(N; M, )=1(N, M)
L.(p. P)
entonces la posicion del punto de cambio es aquel valor de k que hace maximo Ly, esto es
L, = max L, , asu vez este procedimiento de prueba requiere rechazar Ho si la probabilidad de

1<k<c-1

obtener un valor del estadistico L, tan grande como el observado es poco probable, cuando H,,

es verdadera. Para nuestro caso usaremos Bootstrap paramétrico para estimar dicha
probabilidad que es llamada p-valor ¢ tasa de error del test.
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Bootstrap paramétrico
La metodologia Bootstrap es una técnica de remuestreo que permite estimar la distribucién de

un estadistico, en nuestro caso se desea estimar la distribucion de probabilidad del estadistico

L. -En primera instancia se dijo que bajo Ho, el parametro p = @:%. Luego si la hipotesis

H,es verdadera, se puede suponer que las variables aleatorias x; tienen distribucion Binomial

con parametros n; y p (dado que todas las proporciones de alumnos promocionados serian
iguales para todos los cuatrimestres). Por lo tanto para inferir la distribucion del
estadisticoL; , bajoH,, simularemos 999 muestras de dichas distribuciones Binomiales, y

calcularemos para cada una de estas simulaciones los estadisticos L, , que lo denotaremos L, ,

luego calculamos LK = max L,y después analizamos si rechazamos o no la hipétesis H,
I<k<c-1

estimando el p-valor del test (Davidson y Hinkley, 1997). que es la probabilidad de observar
un valor del estadistico L, tan extremo como el observado.

(> L)
1000
que ocurre el suceso A).Luego si el p-valor es un valor muy chico, es decir, menor o igual a

0,05 se rechaza Ho, y por lo tanto hay un cambio es significativo en el periodo k.

Este criterio tiene como objetivo la identificacion de un solo punto de cambio k. En funcion
de detectar todos los puntos de cambio y su ubicacion en un proceso aleatorio, Vostrikova
(1981) propuso un método, conocido como el procedimiento de segmentacion binario. El
mérito que tiene este procedimiento es que permite detectar todos los posibles puntos de
cambio. Esta técnica se puede describir como sigue:

El p-valor se estima como sigue: p —valor = , (siendo #(A) es el nimero de veces

Paso 1: en la prueba entre ningin punto de cambio y un punto de cambio, se testea ,
Ho:pi=p2=...=p=pP VS Hi:pi=..=pc=p #pPx+1 =... =pc = p’, donde k es la
ubicacion de un punto de cambio en esta etapa. Si Hp no es rechazada, entonces se detiene el
proceso, y no hay punto de cambio. Caso contrario, existe un punto de cambio y se sigue al

Paso 2.
Paso 2: Se testan en forma separada las dos subsecuencias, previa y posterior, al punto de cambio encontrado en el Paso 1 en busca de un
punto de cambio.

Paso 3: Se repite el proceso hasta que no haya puntos de cambio en las posteriores
subsecuencias.

Paso 4: la coleccion de puntos de cambio halladas en los Pasos 1-3 puede ser denotada

como {121, IZZ s Ky } y el nimero estimado de puntos de cambio encontrado sera g.

Datos empleados

Los datos se obtuvieron a partir de las actas de clase de la asignatura Estadistica, recolectados
desde el 2do Cuatrimestre del afio 2001, hasta el 2do. Cuatrimestre del afio 2008. Cabe aclarar
que las asignaturas tienen una duracion cuatrimestral. A partir del proceso de acreditacion de
las carreras de Ingenieria en el pais (CONEAU), se ha establecido un nuevo plan de estudios
(en el afo 2002) para todas las carreras que se dictan en la Facultad (Ing. Aeronautica,
Electronica, Eléctrica, Electromecanica, Mecanica, Hidraulica, Civil, Construcciones,
Materiales, Quimica), a excepcién de las carreras de Agrimensura e Ingenieria Industrial que
acreditaron a partir del afio 2007. Dicho cambio fue implementado en ésta asignatura desde el
afio 2004. En el relevamiento de datos se consider6 la cantidad de alumnos inscriptos en la
asignatura y la proporcion de alumnos que promocionaron la materia (segun la
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reglamentacion, aquellos alumnos que obtuvieron un promedio de nota mayor o igual a 6
(seis) aprueban la materia sin necesidad de rendir un examen final). Los datos suministrados
para el 2do. Cuatrimestre del afio 2001 no siguen estrictamente las reglas indicadas
precedentemente, puesto que corresponden a una etapa de transicion. En la Tabla 1 se
presentan dichos datos.

Posicion 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
— N ] ™ [92) <t <t Lo [Te) © © N~ N~ @ ©
s/ 8|/ g1 8|8l 8|8l 8|8 8|8|8|]sg| 8] s8
Cuatrimestre | N N N N N N N N N N N N N N
S o) S o) S o = S o] <) ] o S o =)
Q| 3 & g IS 3 & g & ] & z & g &
N° Alumnos | 391 | 311 | 548 | 330 | 475 | 483 | 424 | 498 | 478 | 336 | 212 | 248 | 326 | 207 | 414
Proporcion 1o ¢ | 649 | 035 | 042 | 042 | 04 | 045 | 038 | 036 | 021 | 061 | 037 | 050 | 033 | 052
Promocion

Tabla 1. Proporciones de la variable a analizar.

RESULTADOS

En la Tabla 2 se presentan los puntos de cambio detectados segun el método Bootstrap
paramétrico. Ademas se presentan los intervalos de segmentacion encontrados segln
Vostrikova y el p-valor segin Bootstrap. En el caso que el p-valor de la Tabla 2 de un valor
superior a 0,05 se considera que en esa posicion no hay cambio significativo, como se ve en
las posiciones 3 y 5. Los cambios significativos corresponden a las posiciones 10, 1, 11, 14, 2

y7.

Bootstrap paramétrico | Alumnos Promocionados
Puntos de | Intervalo de Posicion p-valor
cambio Estudio

1 [1,15] 10 0
2 [1,9] 1 0,00001
3 [11,15] 11 0,00004
4 [12, 15] 14 0,0011
5 [2,9] 2 0,0075
6 [3,9] 3 0,0862
7 [4,9] 7 0,0315
8 [4,6] 5 0.669

Tabla 2. Puntos de cambio obtenidos de la aplicacién del método.
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Figura 1. Muestra original (linea punteada y circult)s) y 100 muestras Bootstrap

paramétricas en la deteccion del primer punto de cambio (posicion 10, ver Tabla 2).
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Figura 2 . Muestra original (linea punteada y circulos) y 100 muestras Bootstrap
paramétricas en la deteccién del punto de cambio en la posicion 3 (ver Tabla 2).

Se puede observar que si el proceso fuera estable no aparecerian puntos ubicados fuera la
banda delimitada por la mayoria de las series temporales simuladas mediante Bootstrap; y a
su vez se observarian algunos valores de las series Bootstrap que superen el valor
correspondiente al de la muestra original observada (linea punteada). Para la posicién 10 (ver
Fig.1) se detecta un punto de cambio, se ve claramente que la linea punteada queda muy
afuera de la banda delimitada por la mayoria de las simulaciones Bootstrap y a su vez no hay
ningun valor de la simulacion que lo supere. Por cuestiones de visualizacion solo se presentan
100 de las 999 muestras Bootstrap. En este caso, se aprecia la posicion del primer cambio
encontrado, el p-valor da cero (ver Tabla 2), con lo cual el cambio es muy significativo ¢
evidente, es decir es verdadera la hipotesis H,. En la Fig.2 se observa la gréfica de las

muestras Bootstrap y la muestra original (linea punteada), para el caso en el cual se detecta un
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posible punto de cambio en la posicion 3, correspondiente al 2do. Cuatrimestre de 2002 (ver
Tabla 2), habiéndose encontrado un p-valor de 0,0862, que al superar el valor 0,05 indica que
no es un cambio significativo, es decir no se puede decir que sea verdadera H,. Esto se nota

en la Fig.2 al encontrarse valores correspondientes a las series Bootstrap que superan al valor
original, para cualquier periodo y la linea punteada queda dentro de las bandas de la
simulacion.

CONCLUSIONES

La ventaja de la técnica presentada en este trabajo, es que no solo detecta si hay cambio en el
parametro y su ubicacion, sino que también nos da una medida de la evidencia de dicho
cambio dada por el p-valor del test, si el p-valor es chico el cambio es muy significativo o
evidente. Tradicionalmente para la deteccion de cambios en procesos que dependen del
tiempo se emplean las metodologias de cartas de control, las cuales fundamentan su analisis
en gréficos que nos muestran la evolucion del pardmetro estudiado en funcion del tiempo. La
problematica del empleo de estas técnicas se encuentra en la necesidad de poseer una cierta
experiencia para la deteccion de posibles cambios mediante la simple observacion, la cual da
buenos resultados siempre y cuando el observador tenga cierta experiencia. La metodologia
presentada fundamenta la deteccion de los posibles puntos de cambio en métodos
inferenciales basados en test de hipdtesis lo cual nos libera de la necesidad de una experiencia
previa en el analisis de los resultados desde el punto de vista observacional. Se desprende del
presente trabajo una técnica aplicable a otros test paramétricos, en los cuales el estadistico de
prueba tenga una distribucion desconocida o engorrosa.

En lo que respecta a los cambios encontrados se observa que el mas importante, por su nivel
de significacién esta en la posicion 10 y corresponde al ler. Cuatrimestre de 2006, lo cual no
parece ser asignable directamente al cambio de planes de estudio, por su ubicacién en el
tiempo, como asi tampoco los cambios de las posiciones 2,11 y 14. El cambio detectado en la
posicion 1 corresponde al 2do Cuatrimestre de 2002, dicho cambio en este periodo es
asignable a la manera en que se asentaban las notas previo a las transformaciones realizadas.
Por otro lado el cambio en la posicion 3 (2do Cuatrimestre de 2002) y en la posicion 5 (2do
Cuatrimestre de 2003) se presentan como no significativos, es decir que no son tenidos en
cuenta. Ademas se observa un cambio de nivel significativo en la posicion 7 (2do.
Cuatrimestre de 2004). En este afio 2004 se comienzan a aplicar las modificaciones en los
planes de estudio, aparece la posibilidad por parte de los alumnos de optar por la modalidad
promocion o boleta de trabajos practicos con examen final, este cambio encontrado podria
asignarse a esta variacion en la evaluacion de los alumnos. De los resultados obtenidos no se
desprende, aun, un elemento de analisis concreto para definir los efectos que ha tenido la
implementacién de los nuevos planes en la evolucién de los alumnos. Es de esperar que
prosiguiendo con este analisis los proximos afios se podré establecer en forma fehaciente los
resultados obtenidos de dichas transformaciones, y por lo tanto el establecimiento de nuevos
pardmetros que nos permitan determinar si se deberan realizar reajuste importantes en esta
modificaciones impuestas.

Podemos afirmar, como conclusion final, que la aplicacion de esta metodologia permite un
analisis exhaustivo de la evolucion de alumnos en el tiempo, para cualquier nivel de la
ensefianza, otorgando una util herramienta para el analisis de los resultados obtenidos en las
distintas asignaturas.
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