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RESUMEN

La matematica actual, en cuanto expresion de la inteligencia humana refleja el deseo de
perfeccion estética y da cuenta de la inmensidad de aplicaciones a otras ciencias. Sus elementos
fundamentales son la logica y la intuicion, el analisis y la sintesis, la generalizacion y la
individualizacion. La interaccion de esas fuerzas antagdnicas y la lucha por su sintesis, constituye
la vida, la utilidad y el valor de la ciencia matematica. Es por ello que dar cuenta de lo que
implica una demostracion en matematica, en relacion a los términos de verdad, es parte vertebral
de la misma y ensefiar dando evidencias de ello, es un factor preponderante. Este articulo
pretende comunicar por un lado el planteo didactico desarrollado desde hace varios afios en el
primer nivel de la Escuela Industrial Superior, cuyo objetivo es instalar primero la necesidad de
demostrar, luego la posibilidad de comprender una demostracion, para asi lograr que el alumno
construya los primeros pilares de las demostraciones de enunciados verdaderos. Por otro lado, se
quiere poner en evidencia las resistencias internas con las que los docentes nos encontramos al
tratar de disefar, sobre una problematica intrinseca a la propia practica, un proyecto de
investigacion.
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LA ENSENANZA DE LAS DEMOSTRACIONES

Reconociendo que actualmente la rigurosidad de las demostraciones en matematica se esta
discutiendo Jaffe y Quinn (1993), en relacion a su ensefianza nos basaremos en la idea de Lakatos
(1978). Este sostenia que el eje central de la l6gica del descubrimiento matematico radica en el
hecho de que la demostracion de una conjetura conlleva una permanente reelaboracion y una
serie de explicaciones que hacen que la conjetura se torne cada vez mas plausible y convincente.
Al mismo tiempo, el matematico refina y refuerza la conjetura al sujetarla a la presion que
imprime la busqueda de contraejemplos que, en principio, la falsarian. Asi la practica constituye
un proceso de conjetura, refutacion, desarrollo y descubrimiento. Esta concepcion “cuasi-
empirica” del proceso acerca el trabajo de los matematicos al de los fisicos, en el momento de
usar métodos analogos, con la excepcion de que las conclusiones son verificadas mediante una
demostracion en vez de ser producto de observaciones.

Desde la década del setenta se pueden encontrar aportes relevantes en referencia a la ensefianza y
el aprendizaje de las demostraciones en matematica de autores como Lester, Bell; Fischbein,
Balacheff y mas cercanos en el tiempo como Godino, Népoles Valdés, entre otros. El interés
general de las investigaciones, principalmente, es el de dar solucion al bajo nivel que muestran
los estudiantes en la comprension y la elaboracion de demostraciones matematicas.

En nuestro caso, la ensefianza de la demostracion persigue en este nivel otro fin; el que describe
Jourdain (1976), en la introduccion de su libro “La Naturaleza de la Matematica™: “(...) espero
que conseguiré mostrar que el proceso del descubrimiento matematico es algo vivo y en
desarrollo”.

Nos centramos en la demostracion hipotética deductiva, entendiéndola como el procedimiento
donde se parte de unas ciertas hipotesis y mediante razonamientos logicos se consigue la
conclusion deseada, algo que se plasma con claridad en los “Elementos” de Euclides y que
permite dar a nuestros alumnos evidencias de la teoria de la verdad de Popper (1979) a partir de
la convivencia de las geometrias no euclideas; mostrando el valor relativo de la verdad en
matematica. Poincaré (1902) afirma que: “Los axiomas no son entonces “verdades evidentes”
sino convenciones que se postulan como puntos de partida para derivar deductivamente sus
consecuencias logicas en la forma de teoremas particulares”.

Lo importante, entonces para nuestra propuesta didactica, no es ensefiar solo el cardcter
axiomatico de una demostracion, sino su caracter inferencial, su manera de explicar. Esto es,
demostrar sera llegar a ello a partir de supuestos, generalmente de nivel mas “bajo”, pero sin estar
excesivamente preocupados por una rigida ordenacion de dichos niveles.

NUESTRA PROPUESTA DIDACTICA

Consideraciones iniciales

Pensamos en el aprendizaje como un proceso de construccion activa de significados por parte del
sujeto que aprende. Dicho proceso es analizado como multidimensional, dindmico y no lineal,
mientras que el sujeto que aprende es considerado desde sus aspectos cognoscitivos, afectivos,
con sensibilidad, valores, actitudes e intereses determinados, que interactiia con su entorno
(adultos o pares) y que, cuando se potencian positivamente dichos aspectos, allanan la tarea de
aprender. Es en este sentido que se piensa al aprendizaje como un proceso de construccion
conjunta, a partir de la cooperacion, la confrontacion de ideas y de significados, la busqueda de
acuerdos y consensos.
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Las actividades de ensefanza, creemos, se deben caracterizar por la intervencion activa en la
propuesta de situaciones de aprendizaje problematizadoras, para permitir la interaccion entre el
contenido educativo y los esquemas de aprendizaje del alumno, en pos del conflicto cognitivo.

Es de destacar que los alumnos ingresantes a la institucion provienen de diversas escuelas
primarias de la ciudad y alrededores (lo que imposibilita una articulacion previa entre equipos
docentes), con realidades socioeconémicas diferentes pero no necesariamente identificables, que
han transitado por un cursillo de ingreso y rendido un examen en las areas de matematica y
lengua, pero que esto no garantiza la homogeneidad en el logro de las competencias esperables en
el nivel.

En muchos contenidos se presentaran rupturas entre lo aprendido en el nivel primario y lo que se
ensefia en el nivel actual, asi como también obstaculos de tipo epistemologico; estos conflictos
cognitivos son tomados de base para el desarrollo de las competencias que se desean lograr.

La duda desde una mirada motivadora

Marcadamente, afio tras afo, venimos identificando una carencia en poder definir conceptos
matematicos y aplicarlos en diversas situaciones, por parte de los ingresantes. Ante la pregunta
del “;por qué?” la respuesta inicial es la del “porque si, asi me lo ensefiaron...”. En nuestra
mirada del aprendizaje no serviria de nada explicar el por qué si el alumno no evidencia la
necesidad de conocerlo.

El disefio didactico que presentaremos parte, a través del discurso docente en el aula, de la
creacion de una ruptura en relaciéon a lo que nosotros denominamos mirada estatica de la
matematica. Un alumno que no ha visto la necesidad de preguntarse sobre los origenes de lo que
se le ensefia, sobre si es correcto o no, logico para su estructura cognitiva, el para qué, el como,
etc., estara mirando los resultados de una ciencia que para ¢l se ha construido en forma lineal, sin
equivocos.

Como bien sabemos esto se aleja bastante de la construccion de cualquier ciencia y mas en la
matematica, perseguimos entonces comenzar a rotar la mirada para entenderla como una ciencia
dindmica y en constante crecimiento. Para ello es necesario que los alumnos conozcan “su
cocina”, como se hace matematica.

Etapas de la situacion

1) Crearla duda...es decir la necesidad de saber.

Ante una pregunta del tipo: “;En todos los triangulos la suma de las amplitudes de sus angulos
interiores es 180°?”, se comienza a construir a través de un intercambio de ideas, conducido por
el docente, la incertidumbre...se escuchan frases como “/pero qué esta diciendo? ...siempre me
dijeron que si”; “si porque si recorto las puntas forma un angulo llano”; “si porque en los
triangulos equildteros cada angulo mide 60°”... Y asi muchas otras. Las respuestas del docente
son encaradas como preguntas abiertas, para crear clima de incertidumbre de forma tal que los
alumnos ansien una salida a este quiebre que se ha presentado: “;ah, pero entonces todo lo que
me enseniaron estd mal?”. 'Y una respuesta posible del docente puede ser “;y quizds...?”.

Es aqui donde el docente describe en un lenguaje accesible el surgimiento de las geometrias no
euclideas, la idea de los postulados, las propiedades para que los alumnos comiencen a percibir
de donde surgieron los conceptos y propiedades que han estudiado y aplicado afios anteriores.
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2) El pato negro...

Lo que se expone a continuacion corresponde a una version del disefio didactico realizado para
dar respuesta a lo planteado en el punto 1). El mismo se encuentra publicado en el libro'
Matematica I que hemos escrito profesoras del nivel, para desarrollar todo el programa de primer
afio.

» Razonamiento en matemdtica

El razonamiento es el proceso mediante el cual se sacan conclusiones a partir de determinada
informacién. En muchas oportunidades, al observar varias veces que una accion produce el
mismo resultado, concluimos que esa accion tendra siempre ese resultado.

Vemos un ejemplo de este tipo de razonamiento en la Figura 1.

Veo pasar un Veo pasar dos Entonces todos los
pato blanco... patos blancos... patos son blancos.
B R B

[e] [e] [e]

Figura 1. Generalizacion.

Enseguida nos podemos dar cuenta que la generalizacion a la que se llega en el ejemplo es falsa.
Para demostrar que una generalizacion es falsa, se puede citar un contraejemplo (son ejemplos
que invalidan las generalizaciones falsas), en este caso la existencia de un pato negro.

Veamos a continuacion una generalizacion pero ahora en matematica:

Generalizacién: “Si un cuadrilatero tiene cuatro lados iguales, tiene cuatro &angulos

interiores iguales”.

Para demostrar que esta generalizacion es falsa debemos presentar un cuadrilatero con cuatro

lados iguales que no tenga cuatro angulos iguales.

Contraejemplo: el cuadrilatero EFGH (Figura 2) tiene todos sus lados iguales, pero el angulo

HEF no es igual con el angulo EFG

! Kernot, S., Santarrone, M. A., Veronesi, C. (2014). Matematica I. Santa Fe: EIS, UNL.

Sitio web: http://jornadasceyn.fahce.unlp.edu.ar/convocatoria
La Plata, 28, 29 y 30 de Octubre de 2015 — ISSN 2250-8473




Actas IV Jornadas de Ensefianza e Investigacion Educativa en el campo de las Ciencias Exactas y Naturales
Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacion. Universidad Nacional de La Plata

H

Figura 2. Un contraejemplo

Todas las propiedades y teoremas que aprendiste hasta el momento en matematica son
generalizaciones verdaderas, ya que suceden en todos los casos. Por ejemplo:

Generalizacion: “La suma de las amplitudes de los angulos interiores de un tridngulo es

180°.

Podemos verificarla para un triangulo cualquiera por ejemplo aplicando el siguiente

procedimiento:

Dibuja un tridngulo en una hoja de papel, recortalo y corta sus esquinas. Luego, junta los

recortes (como se muestra en la Figura 3).

= =

Figura3. Suma de angulos interiores de un triangulo

(Qué se observa acerca de la suma de las medidas de los angulos interiores de cada

triangulo?

Para demostrar que esta generalizacion es verdadera no basta con medir en uno o varios casos
particulares. Més delante, luego de aprender los conceptos desarrollados en el capitulo 3 del libro,
estards en condiciones de entender la demostracion correspondiente a esta propiedad.

Para demostrar que una generalizacion es verdadera para todos los casos uno de los
razonamientos que se utiliza en matematica es el razonamiento deductivo.

El razonamiento deductivo requiere la aceptacion de unas cuantas generalizaciones bésicas sin
probarlas. Estas generalizaciones se llaman postulados.
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Las generalizaciones verdaderas, se llaman teoremas. Los teoremas pueden probarse con la
ayuda de definiciones, postulados y la loégica del razonamiento deductivo. Cada teorema consta
de las siguientes partes:
* Enunciado del teorema: expresa las condiciones que se imponen a los elementos que
intervienen y también expresa la propiedad que se desea probar.
*  Hipétesis: es la expresion de las condiciones impuestas a los elementos que intervienen.
* Tesis: es la expresion de la propiedad que se desea demostrar.
* Demostracion: es el razonamiento l6gico y deductivo que conduce a probar la Tesis.
Aqui es donde pueden intervenir definiciones, postulados y otros teoremas ya probados.
También se pueden utilizar los datos o condiciones establecidos en la Hipotesis.

Ejemplo de la demostracién de un teorema

* Enunciado: Los angulos opuestos por el vértice son iguales.
* Hipotesis: & y 3 son d&ngulos opuestos por el vértice

* Tesis: &= f

* Demostracion:

Figura 4 Figura de analisis para la demostracion del teorema

Considerando la Figura 4, el angulo ¥ es adyacente al &; como la suma de dos é&ngulos
adyacentes es un angulo llano, se tiene:

@ + ¥ =1 llano.
En consecuencia: ¥ es suplemento de é.

Pero el ¥ es también adyacente del B, por lo tanto:

£+ ¥ = 11llano.
En consecuencia: ¥es también suplemento de f.
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Pero dos angulos que tienen igual suplemento son iguales; luego, como & y f3 tienen el mismo
suplemento, resultan iguales, es decir:

& = f§ que es la tesis y por lo tanto se ha demostrado el teorema.

Z Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica en ambos casos.

a) Un tridngulo que tiene dos de sus lados que miden 3cm y 4cm respectivamente, tiene area
6 cnr’.

b) Todo tridngulo equilatero es isosceles.

c¢) La sustraccion entre dos nimeros naturales da como resultado otro nimero natural.

d) Si a un nimero natural se le suma su consecutivo se obtiene por resultado

un numero par.

3) Evidencias de las competencias alcanzadas.

Para evaluar la competencia que se espera en el alumno, que pueda justificar correctamente si
una conjetura es verdadera o falsa, es decir si es falsa dar el contraejemplo correspondiente y si es
verdadera razonar deductivamente a partir de las hipotesis para arribar a la tesis, se realiza un
trabajo sostenido y de carécter espiralado. Las propiedades y definiciones de los nuevos
contenidos abordados se trabajan a partir de la clasificacion y justificacion de enunciados
verdaderos o falsos.

A continuacion se brindan algunos ejemplos, extraidos de temarios de evaluaciones escritas:

v Los cuadrados son rectangulos.
v Dos semirrectas son opuestas si tienen el mismo origen
v" Un triangulo cuyas medidas de sus lados son 7u, 6u y 8u no es rectangulo.
v Si en un triangulo isosceles, la medida de uno de los angulos iguales es 60° entonces el
triangulo es equilétero.
v' Sia e Z, entonces —a no necesariamente €s un nimero entero negativo.
SiacZ=2=1
a
v No se cumple la propiedad conmutativa en la resta de nimeros enteros.
- -8.4=-32
4 10

v 6y 15 no son fracciones equivalentes.

v -8l no tiene solucidon en Z.
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v" Todo nimero elevado a la cero da uno.

v SiaeQ=a'=-a

v' Siae Q entonces —a = lal

v SibeQAabz0=b"'b=1

v" 0 es un niimero racional.

v Siendo m un niimero entero, el valor numérico de la expresion algebraica —m’, es siempre
menor que cero.

v SiaEZ AbeZ AneN=(ab)' <0

v" 0:0 es indeterminado.

v 2—-4(x+5)=—4x+22

v 0% no se define

v an/\n,meN:(a ) =qa

v" Todos los solidos de revolucidon son convexos.

s Siae Z,a’=1
Y—-64 . oy g

v no tiene solucidn en los nimeros enteros.

v Siae ZAbe Z,neN; (a+b)' =a" +b"

v Siae Z,neNApar = a" >0

Se puede evidenciar que en algunos casos se particulariza la propiedad con medidas o numeros
para que le resulte mas accesible la justificacion al alumno.

Al final del afio, cuando se trabaja con contenidos de la segunda parte de geometria es cuando se
ponen en juego las demostraciones con mas rigurosidad®.

En general la mayoria de los alumnos van realizando justificaciones cada vez mas completas y
complejas, llegando a realizar argumentaciones que rozan demostraciones matematicas simples.
Sostenemos que la necesidad de saber los conceptos tedricos en términos verbales hace que la
teoria en matematica cobre vida, que se pueda trabajar con ella para descubrir cosas nuevas, y es
entonces cuando se puede percibir el dinamismo propio en la matematica, su esencia mas alla de
su utilidad. Creemos fundamental cultivar en nuestros alumnos dos razonamientos, demostrativo
y plausible, ya que uno completa el otro. En el primero lo significativo es distinguir una prueba
de una intuicién, en el otro es distinguir entre intuiciones mas o menos razonables; ensefiar a
nuestros alumnos que las verdades matematicas dependen logicamente unas de otras, para que
vean en la matematica una ciencia en movimiento, en construccion.

DISENO DE INVESTIGACION

Todo lo antes expuesto se basa en una problemadtica detectada en la practica docente y una
propuesta de solucion trabajada afio tras ano, que experimentalmente creemos que ha resultado.
Pero los resultados no han sido puestos a rigor cientifico y eso es lo que se pretende en el futuro,
a partir de un trabajo de investigacion.

* Ver capitulo III del libro.
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En la investigacion social, los fendmenos en un principio son interpretados por los mismos
protagonistas, en segundo término por los cientificos. En nuestro caso estamos participando de
ambos momentos, y por ende debemos tener el suficiente cuidado de no caer en la abdicacion
empirista. El conocimiento cientifico consiste en realizar interpretaciones de segundo grado, es
decir su mision fundamental es problematizar el fendmeno descripto en una primera instancia.

Lo observado con preocupacion inicialmente fue que los ingresantes a la Escuela Industrial tienen
una mirada contemplativa ante los contenidos matematicos y una fuerte verosimilitud hacia lo
dictado por sus maestras en la escuela primaria. Esto para nuestra vision del aprendizaje,
representa un obstaculo didactico importante para seguir construyendo los conocimientos
previstos para el nivel.

Sin darnos cuenta, al tratar de dar solucion a la problematica planteada a los largo de estos afios,
hemos avanzado en los primeros lineamientos del disefio de investigacion. La interpretacion de
segundo grado de la problematica nos ha llevado al planteo del objetivo principal: “Comparar las
concepciones que tienen los alumnos de primer afio de la Escuela Industrial Superior de la ciudad
de Santa Fe, con respecto a la matemadtica en relacion a su dindmica, antes y después de la
intervencion docente a través del uso del razonamiento hipotético deductivo™.

Aqui se evidencia la accidon cognitiva que es la de comparar, convirtiendo la comparacion en un
elemento que nos permite comprender “por fuera” nuestro objeto de interés, controlando de
alguna manera nuestra tarea de investigador.

Siguiendo a Ragin (2007) en la investigacion comparativa, el examen de la diversidad, de los
patrones parecidos y diferentes, va de la mano del estudio de las causas.

El planteo de las preguntas de investigacion lleva consigo nuevamente resistencias internas que
debemos atravesar para despojarnos de prejuicios o ideas preconcebidas. Hemos elaborado las
siguientes:

o (Como conciben los alumnos a la matematica como ciencia? ;Estatica o dindmica?

o ¢Qué practicas de ensefanza favorecen la concepcion dindmica de la matematica?

o ¢Se pueden distinguir caracteristicas institucionales que favorecen a la concepcion estatica
de la matematica?

o (Cuales son las caracteristicas de los alumnos que logran, més rapidamente, el cambio en
la concepcion dindmica de la matematica?

Como se ve en el planteo anterior de esta comunicacion, son preguntas para las que creemos tener
respuesta a algunas de ellas. He aqui la problemadtica: como alejarnos de nuestros preconceptos
para poder arribar a una conclusion basada en la indagacion que puede o no ser satisfactoria a lo
preconcebido.

De acuerdo a las preguntas, la investigacion sera de tipo cualitativa donde se abordaran métodos
y técnicas que perseguirdn la triangulaciéon como forma de control permanente de los resultados
parciales obtenidos. Se analizaran:

v" respuestas dadas en la primer actividad del afio-ver pag. 15 libro Matematica I, por parte
de los alumnos de un curso determinado.

v" respuestas de los verdaderos y falsos tomados en la primera evaluacién y en la ultima
evaluacion del afio.

v’ carpeta de alumnos en séptimo grado. (escogidos de acuerdo a las respuestas de los
verdaderos y falsos tomados en la primera evaluacion, su rendimiento en el trimestre y
las respuestas dadas en la primera actividad del afio).

v' calificaciones de los alumnos
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Se piensa ademas en la metodologia de Grupo Focal con padres, para indagar lo que han
plasmado en el hogar los alumnos sobre su vision de la matematica antes y después de la
intervencion docente.

Consideramos que investigar implica crear las condiciones de democratizacion y socializacion de
las metodologias y conocimientos que se produzcan como resultado de procesos indagativos.
Sostenemos que la investigacion es una de las tareas del profesor, en el sentido que lo involucra
en procesos y reflexiones que requieren rigurosidad para una intervencion seria y comprometida,
aunque muchas veces no se disponga del tiempo para formalizarlos en un escrito.
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