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RESUMEN

La comunicacion aborda inquietudes que generan los Numeros Complejos desde la relacion
que existe entre redactar nuestros soportes didacticos, como se implementan en el aula, cémo
aprenden los alumnos el concepto desde nuestra propuesta, como lo enriquecen los
estudiantes con sus inquietudes y el rol docente para mediar entre el "saber sabio", el “saber
ensefiado” y el aprendizaje del mismo. Esto implica tener en cuenta una mirada
epistemolédgica, didactica y cognitiva, sabiendo que todo esto ocurre en un lugar y momento
dado. Se expone desde qué paradigma de ensefianza diseflamos nuestro material didactico,
luego las decisiones pedagdgicas que fueron tomadas y los libros analizados durante la
investigacion del tema. Posteriormente se describe la duda que gener6 en un alumno la puesta
en practica de dicho material y también una encuesta realizada a estudiantes para recabar
informacion acerca de la comprension del contenido, con el objetivo principal de mejorar
nuestras practicas docentes. Teniendo en cuenta lo analizado nos preguntamos si el
surgimiento de errores en las operaciones y el no poder incorporar la definicion del numero
complejo e interpretarlo como una adiciéon de dos objetos disociados es consecuencia de no
trabajar en paralelo todas las operaciones con su representacion grafica.
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INTRODUCCION

Generalmente a los alumnos, antes de comenzar con el tema Numeros Complejos, les asusta o
preocupa de qué trata o para qué sirven estos nimeros. Saben que varias ecuaciones resueltas
con anterioridad no tienen soluciéon en el conjunto de los niimeros reales, y la docente se
encarga de remarcar que "no tienen solucion en reales" y les habla de unos nimeros
imaginarios, pero que mas adelante van a desarrollar el tema. Al trabajar con las operaciones
de niimeros complejos, algunos de los alumnos dicen: "jes una pavada!"; otros cometen
errores porque, creemos que no asimilan que estdn trabajando con una estructura numérica
nueva; mientras que otros se quedan todavia pensando en su definicién y es algo que les
inquieta. A esto lo relacionamos con el siguiente texto extraido del libro "Las tribulaciones
del estudiante Torless" de Robert Musil (1984):

"- No serd tan terrible como ta dices. Yo nunca dudé de que las matematicas estaban en lo
cierto (en ultima instancia, los resultados asi lo demuestran); pero, claro esta, me parece
extrafio que este fenomeno se oponga al entendimiento; y, después de todo, bien pudiera ser
que se opusiera solo aparentemente.

- Pues bien, ti puedes esperar esos diez afios y entonces tal vez su entendimiento esté listo,
preparado... yo también estuve reflexionando desde la ultima vez que hablamos de esto, y
estoy firmemente convencido de que aqui hay gato encerrado. Por lo demas, antes no
hablabas de la misma manera que hoy lo haces.

- Oh, no, también estoy preocupado; solo que no quiero exagerar como tu. Lo encuentro
extrafo, eso es todo. El pensamiento de los nimeros irracionales, los nimeros imaginarios, de
lineas paralelas que se cortan en el infinito (es decir, en alguna parte, entonces), me
desconcierta. Cuando pienso en estas cosas quedo aturdido, como si recibiera un golpe en la
cabeza."

De alli el nombre de la comunicacion.

Nuestra intencién es mostrar como abordamos el tema Numeros Complejos en la Escuela
Industrial Superior de la ciudad de Santa Fe.

DISENO DEL SOPORTE DIDACTICO

Claro esta que el trabajo docente comienza antes de entrar al aula. Desde el 2005 decidimos
no usar libros de textos en ningiin nivel, sino realizar nuestros propios soportes didacticos;
esto implico revisar nuestras practicas docentes y ser cuidadosas en que, lo que escribamos no
tenga errores conceptuales o genere conceptos erroneos en nuestros alumnos. Es decir, ser
cuidadosas con la transposicion didactica y la vigilancia epistemologica (Chevallard, 1998),
lo cual nos ha traido ciertas tribulaciones. A continuacién vamos a relatar qué tuvimos en
cuenta al disefiar el material didactico usado en el aula (cabe aclarar que dada la extension del
mismo -9 paginas- solo se mostrardn algunas actividades), algunas decisiones tomadas y
coémo fue modificandose a lo largo de estos afios.

(Qué vamos a ensefiar? Esto no presentd inconveniente dado que contamos con la
Planificacion del area, la siguiente unidad temadtica pertenece al programa de Matematica III
de la Escuela Industrial Superior:

"Eje Conjuntos Numéricos. Unidad Tematica 6: Numeros complejos. Forma binémica, polar
y trigonométrica. Operaciones: adicion, sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion.
Propiedades (cada contenido de esta unidad que lo permite, se trabaja en forma transversal
con el Eje Algebra)."
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(Para qué vamos a ensefiar esto? Dicho tema es importante, por un lado, para dar cierre a una
de las operaciones matematicas que hasta aqui generaban problemas: calcular la raiz de indice
par de nimeros negativos y por ende resolver ecuaciones que hasta el momento no tenian
solucion en el conjunto de los niimeros reales. Por otro lado, en las escuelas técnicas que
tienen la especialidad mecanica eléctrica es un tema necesario en algunas materias especificas
como electrotecnia.

(Coémo lo vamos a ensefiar? Estamos convencidas de que la ensefianza de la matematica exige
un abordaje transdisciplinario que requiere de mentes creativas, abiertas y capaces de resolver
situaciones problematicas especificas desde muchas perspectivas. Esto indica que el docente
debe disefiar estrategias de ensefianza basadas en una concepcion cognitiva del aprendizaje,
favoreciendo el tratamiento de los contenidos disciplinares “desde una perspectiva de clase
reflexiva” (Litwin, 2000), en la cual el joven pueda poner en juego sus propias capacidades y
posibilidades para participar activamente del proceso y construir el conocimiento.

Para esto tuvimos en cuenta una de las estrategias de ensefianza contextual (Crawford, 2004)
las cuales ayudan a los estudiantes a construir, elaborar y usar conocimientos en matematicas
y otras ciencias. Dicha estrategia fue la de Relacion que consiste en aprender en el contexto de
las experiencias de la vida o conocimiento preexistente. Esto significd retomar el origen del
concepto desde la historia de la matematica y su relacion con el 4lgebra, especificamente con
las ecuaciones. Una de las situaciones iniciales fue la siguiente:

EL PROBLEMA DE CARDANO
En el afio 1545, el matematico italiano Gerénimo Cardano (1501-1576) trabajaba en la
resolucion del siguiente problema: (Es posible expresar al nimero 10 como suma de dos
numeros reales tales que el producto de ellos sea igual a 40?

Con esta situacion inicial y el conocimiento de los alumnos acerca de la ampliacién de los
conjuntos numéricos en la resolucion de ecuaciones, entre otras, hizo natural la necesidad de
definir un nuevo nimero y el desarrollo de sus operaciones y propiedades. Hasta ese
momento no habia surgido inconvenientes para disefar el material escrito con definiciones,
propiedades y actividades, ni en el desarrollo de las clases. En el mismo se consideraba la
inclusion de los reales en los complejos.

Tribulaciones en las docentes.

En el 2010, como todos los afos, se revis6 el material y en un intercambio de ideas, con
nuevas colegas, surgio la siguiente tribulacion:

(Vamos a seguir considerando a los numeros reales incluidos en los complejos? ;Cémo se da
dicha inclusiéon?

Es en estos momentos cuando el docente debe ejercer su vigilancia epistemoldgica, esto es
“...recapacitar, tomar distancia, dudar sistematicamente si el objeto ensenado es el objeto a
ensefar que se proponia, cuidar que no haya una sustitucion «patoldgica» de uno por otro, o
sea que el objeto transformado no pierda la esencia del saber sabio. El saber ensefiado debe
guardar una distancia correcta entre el saber sabio y el saber banalizado” (Chevallard, 1998)
Una de nuestras dudas fue, por ejemplo, ;el nimero 2 real es el mismo niimero 2 complejo?
Ante estas inquietudes y al no disponer de tiempo para investigar acerca de ello, en primera
instancia decidimos no colocar en nuestro material la representacion de inclusion de conjuntos
numéricos mediante diagramas de Venn (Figura 1), por otro lado se incorporaron preguntas
como: A los reales los representamos en la recta numérica, jqué representacion proponen
Uds. para los complejos? Los reales sabemos que es un conjunto ordenado, ;los complejos
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también? ;como lo ordenarian? Lo demads, definiciones, propiedades y actividades, no se
modifico.

Wnﬂmeros naturales
2’ NUMEeros enteros

@ nimeros racionales

@ numeros reales

a ' nimercs complejos

Figura 1

La exclusion del diagrama de Venn, se llevo a cabo también en los materiales de los niveles
anteriores, debido a que apreciamos que no interferiria en la enseflanza y aprendizaje de los
conjuntos numericos.

En cuanto a esto, Godino (2006) menciona que "una caracteristica importante de la actividad
matematica es el uso de diversos sistemas de expresion y representacion, ademads del lenguaje
natural: variados sistemas de escritura para los nimeros, escrituras algebraicas para expresar
relaciones y operaciones, figuras geométricas, graficos cartesianos, redes, diagramas,
esquemas, etc. Duval (1995) se ha interesado particularmente por este uso variado de los
sistemas de representacion semiotica y se pregunta: “;Es esencial esta utilizacion de varios
sistemas semioticos de representacion y expresion, o al contrario no es mas que un medio
comodo pero secundario para el ejercicio y para el desarrollo de las actividades cognitivas
fundamentales?” (p. 3)".

En el 2014 retomamos dichas inquietudes y nos dispusimos a revisar diversos materiales,
libros de textos de secundaria y otros de nivel superior, comunicaciones € investigaciones, etc.
En todos los libros analizados de escuela secundaria, a saber:

- De Guzman, M. (1991). Matematicas Bachillerato 3. Madrid: Anaya.

- De Simone, 1. (1992). Matemdatica 4. Buenos Aires: AZ.

- Santalo, L. (1995). Matematica 3 Iniciacion a la creatividad. Buenos Aires: Kapeluz.

- Kaczor, P. (2001). Matematica 1 — Buenos Aires: Santillana.

- Altman, S. (2001). Numeros y sucesiones. Buenos Aires: Longseller.

- Abdala, C. (2003). Carpeta de Matematica Cuadernillo 1. Buenos Aires: Aique.

- Itzcovich, H. (2006). M2 matematica. Buenos Aires: Tinta Fresca.

- Chorny, F. (2010). Matematica 4. Buenos Aires: Estrada.

se considera la inclusion de conjuntos numéricos.

Otros libros analizados fueron los siguientes:

- Rey Pastor, J. (1963). Analisis Matemdtico. Buenos Aires: Kapelusz.

Sobel, M. (1996). Algebra. México: Prentice Hall Hispanoamericana.

- Fernandez, E. (2006). Matemdtica para el Ingreso. Santa Fe: Ediciones U.N.L.

- Stewart, J. (2007). Precalculo. Matemdticas para el calculo. México: Thomson.

Solo en el primero de éstos Ultimos y en algunas investigaciones encontradas en la web se
vincula al conjunto de numeros reales y al de los numeros complejos mediante un
isomorfismo. Luego de estudiar estos materiales coincidimos que esta postura es la mas
adecuada, lo cual valida la decision tomada en el 2010, la que seguimos manteniendo en la
actualidad. Decidimos no presentar en nuestro material el isomorfismo entre los conjuntos,
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dado la complejidad del concepto; pero si, en el discurso docente, mencionar que se puede
establecer una correspondencia entre los elementos de dichos conjuntos.

En ese mismo afio -2014- quisimos comenzar el tema desde la estrategia de Aplicacion
(Crawford, 2004) la cual consiste en aprender conceptos en el contexto de su puesta en
practica (como se hizo con otros temas de la planificacion) teniendo en cuenta la necesidad
del concepto (y operaciones con numeros complejos) en asignaturas de la especialidad
mecanica eléctrica de la escuela; pero nos resulté dificil, debido a que habia nociones que los
estudiantes aun no habian trabajado, y también para el equipo involucrarse con contenidos de
otra materia. Por estos motivos decimos dejar dicha estrategia para introducir las operaciones
con numeros complejos; a continuacion se muestra la actividad que incorporamos en el
material de estudio para introducir las operaciones:

APLICACION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS A LA ELECTRICIDAD (I)

La impedancia (Z) es la medida de oposicidon que presenta un circuito a una corriente cuando
se aplica un voltaje. La impedancia posee magnitud y fase, a diferencia de la resistencia, que
solo tiene magnitud.

La razon entre el voltaje (V) y la corriente (I) se define como Impedancia: Z =; .

La impedancia puede representarse como la suma de una parte real y una parte imaginaria,
Z =R % j X donde R es la resistencia y X es la reactancia.

Bésicamente hay dos clases o tipos de reactancias:

- Reactancia inductiva o X7, debida a la existencia de inductores.

- Reactancia capacitiva o X, debida a la existencia de capacitores.

La magnitud de la impedancia viene dada por la férmula: |Z | =R +X°

M Ejemplo:
Para el circuito en paralelo mostrado en la figura,
se sabe que R =2 Q, R, =6Q, X¢c =4Q, X1 =2Q.

Por lo que:
Z1=R1 _Xci=2_4i;
Zy=Ry+X,i=6+2i. Zy
Puesto que los circuitos estan en paralelo, tenemos: By Xc
1 1 1
= 4 22
zZ Z, Z, Ry
a) Expresa Z en funcion de las otras variables, Z = ............L........ Xy '
b) Obtiene la magnitud de la impedancia. zZ ‘

|

La actividad fue bien recibida por los alumnos, sobre todo por aquellos que tenfan pensado
continuar la especialidad mecénica, dado que advirtieron la necesidad de saber operar en este
conjunto numérico. Una vez presentadas las operaciones de adicidon y sustraccion,
analiticamente, se analizaron también desde la representacion grafica. La multiplicacion y
division solo se explicaron analiticamente.
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Se muestra a continuacion otra de las actividades del material;

APLICACION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS A LA ELECTRICIDAD (II)

En Electrotecnia, a las magnitudes vectoriales las representamos mediante nimeros
complejos.

Recuerda, la impedancia Z se la representa asi: Z =R +j X

Donde j es el equivalente al versor i, que no se utiliza en Electrotecnia para no confundirlo
con el simbolo de intensidad de corriente (i).

a) Dada una tensiéon V = 220V, y una intensidad de corriente [ = 2 A ,,., calcula la

impedancia Z.
220V,

Z =K por lo que Z = =110Q2,,,

1 e
b) de la impedancia obtenida en a) calcula los valores de resistencia R y de reactancia X, .
Para resolver este problema se pueden utilizar las relaciones trigonométricas o la
transformacion de forma polar a rectangular que la mayoria de las calculadoras tiene
incorporada.
X, =Zsena R=Zcosa

R =110Q c0s33°=92,25Q
X, =110€sen33°= 0,54

Al resolver estas actividades con los alumnos les hicimos notar que, en estos casos, los
numeros complejos son necesarios por su representacion grafica, por medio de vectores, y la
posibilidad de expresarlos en forma bindmica o polar.

Reiteramos que la decision de no haber iniciado el tema con estas aplicaciones es porque
ameritaria un importante trabajo de coordinacién con asignaturas de otros niveles y quizas
modificar los programas de estudio. Nos preguntamos si seria adecuado desarrollar el tema en
cuarto afio y con mas profundidad en la especialidad Mecanica Eléctrica.

Tribulaciones en los alumnos

Con las decisiones pedagdgicas tomadas para el disefio del material, la implementacioén del
mismo no presentaba dificultades en la ensefianza ni en el aprendizaje de los alumnos;
excepto en uno de ellos (al menos uno lo explicito).

La tribulacion surgi6 al resolver ecuaciones polindmicas de grado 3 con coeficientes reales en
una de las actividades de la unidad de nimeros complejos. Cabe aclarar que al llegar a esta
actividad los alumnos ya saben factorizar polinomios, conocen el teorema fundamental del
algebra y la resolvente, etc. A continuacién se muestra la actividad:

Resuelve las siguientes ecuaciones en C:

)X —7x+13=0 b)x+x+x+1=0

Con la ecuacion del item a) no surgi6 problema. Tiene grado dos entonces tiene dos raices, las
cuales son complejas: x, =%+§i y X, =%—§i .
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Es coherente que no surja problemas dado que la introduccion del tema se hace desde la
resolucion de ecuaciones, como lo hicieron a lo largo de la historia matematicos como
Tartaglia, Ferrari y Cardano.

Con la del item b), obtuvieron tres raices: x,=-1, x,=i y x,=—i y para un alumno el

problema surgi6 al dar el conjunto solucion. Parafraseando su razonamiento: (Es x, =—1 una

solucion compleja? Si fuese asi, ;deberia tener su conjugada como solucion? Con lo cual,
[tendriamos 4 raices? y esto, jno contradice el hecho de que tenga tres raices como indica el
grado del polinomio? Explicitando estos interrogantes, ¢l concluyé que x,=-1 no es una

solucion compleja, sino real. Y con esto se abrié el debate, en el aula, acerca de si los reales
estan incluidos en los complejos.

En ese momento la decision de la profesora fue realizar las siguientes preguntas a modo de
reflexion:

- Pensemos en otros conjuntos numéricos: ;Los naturales estan incluidos en los enteros? ;el
elemento 2 cumple siempre la propiedad del elemento opuesto?

- Siel -1 complejo es el -1 real entonces tiene complejo conjugado, ;jen los reales hace falta
definir conjugado?

Consideramos que las inquietudes de este alumno radicd en no haber consolidado la idea de
que el complejo conjugado de un numero complejo real es si mismo. Y a esto se le suma la
tradicion de resolver mas ecuaciones cuadraticas que de otro grado, y la idea de que siempre
aparecen de a pares las soluciones complejas cuando en la ecuacion b) aparecen tres
soluciones complejas. También es posible que el inconveniente radique en la comprension del
objeto matematico -1. Nos parece pertinente destacar lo que Godino y D"Amore escriben
acerca de los objetos matematicos: “Los objetos matematicos son, por tanto, simbolos de
unidades culturales que emergen de los sistemas de usos que caracterizan a la pragmatica
humana (o, al menos, a grupos homogéneos de individuos), y se modifican continuamente en
el tiempo, segin las necesidades. De hecho, los objetos matematicos y su significado
dependen no sélo de los problemas que se afrontan en la matematica, sino también de los
procesos de su resolucion; en suma, dependen de la practica humana.” (D amore y Godino,
2007).

Por otro lado nos parece relevante dejar preguntas abiertas en la clase para que aquellos
alumnos, con motivaciones particulares, que quieran seguir profundizando los conocimientos
sigan investigando en sus hogares. Esto aportaria a la comprension del caracter colectivo del
desarrollo cientifico, especialmente en matematica.

Lo sucedido en este alumno, de uno de los siete cursos de la institucion, se traslado a todos los
docentes del nivel, lo que nos hizo volver a tribular: ;las decisiones pedagdgicas tomadas en
el 2010 fueron las adecuadas? ;Los alumnos comprendieron qué es un nimero complejo?

,Qué aprendieron nuestros alumnos?

Para analizar qué aprendieron nuestros alumnos, en el corriente afo se realizd una breve
encuesta (ver ANEXO, pag. 10) con el objetivo de saber si los estudiantes que hoy transitan
cuarto ano comprendieron la definicion de numero complejo y las operaciones entre ellos. La
misma fue implementada con la colaboracion de las colegas de 4to afio de las distintas
especialidades; cabe aclarar que se decidid no profundizar, por ahora, en la resolucion de
ecuaciones dado que no quisimos que su realizacion les demande mucho tiempo de clase.

Sobre 24 encuestas se obtuvieron los siguientes resultados:
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Al item la) lo seleccionaron bien 22 alumnos, al b) 18. Los errores detectados fueron, por
ejemplo, 3i.71 = 211 y multiplicar real con real e imaginario con imaginario. Al c¢) lo
respondieron bien 10 estudiantes y algunos de los que no contestaron bien dividieron real con
real e imaginario con imaginario. En el item d) 22 respondieron bien y los que no
confundieron el concepto de conjugado con el de opuesto.

Con respecto a la pregunta 2), 7 alumnos solo contestaron bien. De los demds, exponemos
algunas de las respuestas que nos llaman la atencion:

- Es un binomio donde un término esta el nimero i(-+/1)

- Es una expresion con el i = +/~1

- Eslaraiz de un nimero negativo

- Es una operacion con nimero imaginario.

- Es un nimero imaginario.

- Forman un conjunto numérico como los naturales y reales

Finalmente, en la 3) 6 encuestados hicieron referencia a que sirven para la impedancia, algo
eléctrico o para mecanica, 4 alumnos lo relacionaron con la resoluciéon de operaciones que no
pueden resolverse en reales, 1 alumno dijo que sirve para resolver raices de numeros
negativos, 5 alumnos mencionaron que sirven para realizar operaciones con raices negativas,
5 que no saben y 3 dijeron que para nada.

CONCLUSIONES

Podemos concluir que la mayoria de los alumnos que participaron del sondeo no tuvieron
problemas en realizar la suma, la multiplicacion y en reconocer el conjugado; pero casi el
60% no realiz6 correctamente la division, algunos dividieron la parte real con la parte real y la
parte imaginaria con su correspondiente el cual, en nuestra experiencia, es un error frecuente
en los estudiantes al evaluar el tema. También observamos que, si bien pudieron realizar
algunas operaciones correctamente no pudieron definir qué es un nimero complejo, es decir
que no asimilaron el concepto del objeto matematico con el cual estan operando.

Con respecto a esto, una investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de los niimeros
complejos realizada por Tomdas Pardo Salcedo y Bernardo Gémez Alfonso (2004) tiene como
hipotesis la siguiente: "Es posible que algunas dificultades e inconsistencias conceptuales y
algoritmicas en relacion con los complejos, a las que se han enfrentado los matematicos a lo
largo de la historia, guarden paralelismo con las que afrontan los estudiantes cuando estan
intentando ser competentes en esta materia."

Por otro lado, nos replanteamos si fue significativa la incorporacion de las Aplicaciones de los
numeros complejos a la electricidad (I y II) dado que solo el 25% de los encuestados recordd
dicha utilizacion.

Finalmente, teniendo en cuenta lo analizado y los resultados de la encuesta nos preguntamos
ahora, si el surgimiento de errores en las operaciones, el no poder incorporar la definicion del
numero complejo e interpretarlo como una adicion de dos objetos disociados y no pensarlo
como un solo objeto matematico es consecuencia de no trabajar en paralelo todas las
operaciones con su representacion grafica (las unicas que se ven son las de la suma y la resta).
(Quizas trabajar la multiplicacion y division solo analiticamente, hace que los alumnos lo
asemejen mas a las operaciones con polinomios?

Lo obtenido en el sondeo hace replantearnos dicha encuesta, mejorarla y volverla a realizar.
Estas inquietudes hacen que sigamos investigando sobre el tema para mejorar la ensefianza y
aprendizaje del mismo.
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ANEXO
1. Selecciona la/s respuestas correctas;
a.  (2+31)—(-5+7)=

1) 51—2i=3i i) 7-4 ii1) Ninguna de las anteriores

b. (2+3i).(-5+7)=
1)-31-1 i) -10 + 21i ii1) Ninguna de las anteriores

c.  (2+3i)(-5+7) =

1) -2/5 + 31/7 i) 11/74 - 291/74 iil) Ninguna de las
anteriores

d.  Elconjugado de 2 —3ies:
)2+ 3i it) -2 -31 1) -2 + 31 iv) Ninguna de las anteriores

2. (Qué es un numero complejo?

(98]

(Para qué sirven los nlimeros complejos?
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