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RESUMEN

Sabida es la importancia de compartir experiencias en torno a procesos de aprendizaje. En
este trabajo se muestra la conformacion y funcionamiento de un grupo de estudio llevado a
cabo en el marco de la catedra Didactica Especifica Il y Practicas Docentes en Matematica
del Profesorado de Matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacion
de la Universidad Nacional de La Plata. Este grupo de estudio se inicia a partir del
acercamiento de un joven de tercer afio de la escuela secundaria a un grupo de profesores
de matematica con la intencion de buscar la manera de publicar un teorema que ¢l
aseguraba haber inventado. A partir del intercambio de ideas y del didlogo en torno a ellas
hemos puesto en discusion diversos aspectos de la actividad matematica y de los objetos
matematicos. Esta experiencia ha resultado enriquecedora para todos los integrantes del
grupo, se han ido construyendo nuevos saberes, modos de comunicacion y la posibilidad de
compartir conocimientos de manera cada vez mas fluida.

Palabras clave: experiencia de estudio, division de polinomios, trabajo colaborativo,
practicas matematicas.

Sitio web: http://jornadasceyn.fahce.unlp.edu.ar/convocatoria
La Plata, 28, 29 y 30 de Octubre de 2015 — ISSN 2250-8473



mailto:conterodrigo@hotmail.com
mailto:mcelicalde@hotmail.com
mailto:verogrimaldi@gmail.com
mailto:franciscomarquez98@hotmail.com
mailto:villalbambelen@gmail.com

Actas IV Jornadas de Ensefianza e Investigacion Educativa en el campo de las Ciencias Exactas y Naturales
Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacion. Universidad Nacional de La Plata

INTRODUCCION

(Cuantas oportunidades tenemos en la vida de inventar teoremas o de conocer a quienes
inventan teoremas? Nuestra respuesta a este interrogante puede parecer inesperada: siendo
profesores o estudiantes de Matematica, estas oportunidades se nos presentan todo el
tiempo, a cada momento. Tal vez una pregunta que nos resulta mas adecuada sea: ;cuantas
oportunidades nos damos en la vida para inventar teoremas o para conocer a alguien que los
ha inventado?

Este trabajo es una produccion colectiva que exige una redaccion en primera persona del
plural. Sin embargo, la conformacioén de nuestro grupo esté atravesada por la historia de las
ideas matematicas que nos reunen, cuya génesis nos encuentra por separado. Esto puede
justificar que a veces, a lo largo del relato de la experiencia, el “nosotros” refiera solo a una
parte del grupo, y en otras ocasiones, al conjunto completo.

¢ Quién es Marquez?

En el ano 2013 recibimos un correo electronico de Francisco, un joven de 15 afios cursando
su 3° afio en la escuela secundaria, en el que solicitaba que analicemos y demos nuestra
opiniéon acerca de un teorema que habia inventado. En su mail se presentaba y a
continuacion nos contaba lo siguiente:

La profesora de matematica (...), que trabaja con mi mamda, me dio estos mail para que yo
me contacte con ustedes y que me digan qué les parece este teorema que hice.

El teorema de Marquez (este es el nombre que le quise poner yo) sirve para calcular la
suma de los coeficientes del cociente de una division de polinomios.

El “ustedes” de este mail referia a un grupo de profesores de Matematica de la UNLP que
trabajamos en la Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacion. Durante algiin
tiempo nuestra interaccion mantuvo la separacion Francisco-profesores. Pero pronto
comprendimos que las ideas matematicas de Francisco no nos resultaban ni evidentemente
verdaderas, ni evidentemente falsas; tampoco estaba claro que las estuviéramos
comprendiendo acabadamente. Nos resultaba necesario romper esta division inicial,
conocerlo, comprender sus modos de pensar y de actuar, construir un nosotros que nos
incluya a todos. Esta necesidad nos impulsé a crear el Grupo de Estudio del Teorema de
Marquez, integrado por Francisco Marquez, autor de la idea, y quienes recibimos la
invitacion a conocerla y trabajar sobre ella.

LA EXPERIENCIA

¢ Qué habia que estudiar?

Ante la necesidad de Francisco por validar su teorema, teniamos que comprender qué era lo
que nos queria mostrar. Al enfrentarnos con el “Teorema de Marquez” nos surgieron dos
tipos de dificultades: por un lado, las asociadas al enunciado y por otro, las relacionadas
con las relaciones matematicas que se ponian en juego en el teorema. Para trabajar sobre
estas cuestiones comenzamos a reunirnos con Francisco.

Los problemas de comunicacion:

Durante los primeros encuentros trabajamos con el enunciado del Teorema, tratando de
establecer un lenguaje en comun. Esta tarea no fue fécil: para Francisco, su teorema era
completamente claro, pero nosotros tardamos en comprenderlo; el lenguaje que utilizaba
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nos resultaba bastante coloquial y los simbolos no tenian el mismo sentido para él que para
nosotros.

Muchas veces nos sentimos traductores, ya que las ideas que Francisco nos presentaba
venian en un formato que al principio no entendiamos. Los procedimientos para dividir
polinomios que ¢l utilizaba eran diferentes a los nuestros, por momentos pensabamos que
no tenian sentido pero enseguida veiamos una logica detras de lo que ¢l hacia. Sin embargo,
no lograbamos comprender. Los simbolos utilizados también eran diferentes: para
Francisco “x” algunas veces simbolizaba una raiz de un polinomio; para nosotros, las raices
eran siempre “a’. Estas diferencias no podian ocultarse, casi constantemente surgian
problemas de comunicacion que aprendimos a tratar cada vez con mayor naturalidad.
Francisco no entendia nuestras sumatorias, nosotros no entendiamos sus tablas. Pero de a
poco nos fuimos familiarizando con los distintos formatos, y el Grupo de Estudio se fue
consolidando en torno a los intercambios de ideas y de formas, a los intentos de escritura y
de sistematizacion matematica de las producciones. Actualmente sentimos que tenemos un
grupo cada vez mas consolidado; reconocemos que somos distintos: las ideas de Francisco
se originan desde un paradigma' diferente al nuestro, pero él nos ha permitido conocer este
paradigma y nosotros le permitimos conocer el nuestro; de a poco fuimos consensuando
ideas, pusimos en didlogo distintas maneras de mirar a los objetos matematicos y a la
matematica. Todos adquirimos cierta habilidad para situarnos en un paradigma o en el otro
segun sea necesario. Asi aprendimos a intercambiar opiniones, a darnos tiempo para
entendernos, a hacernos preguntas que nos permitan acercarnos y trabajar sobre las ideas, y
preguntas que nos permitieron avanzar.

Las cuestiones matemdticas:

Desde el comienzo Francisco estaba seguro de la validez de su teorema, lo habia probado
con muchos ejemplos y siempre funcionaba. Probablemente, ademads, el dominio de las
relaciones que €l estaba poniendo en acto a través de su idea lo llevaba a tener una certeza
que a nosotros no se nos hacia evidente. Sin duda su produccion nos parecia muy valiosa,
pero el valor resultaba algo subjetivo, necesitdbamos analizar su validez. Movilizados por
la intencion de Francisco de publicar su teorema, comenzamos a trabajar entre todos
tratando de darle a su trabajo un formato mas cercano a las producciones de los
matematicos. Surgidé entonces la necesidad de analizar las formas que se utilizan
actualmente en esta comunidad para comunicar, lo cual nos llevé a recurrir a la idea de
demostracion matematica: ;Por qué no alcanza con muchos ejemplos? ;Qué significa
demostrar? También, a los conceptos de teorema, conjetura, corolario: ;Qué diferencias hay
entre unos y otros? ;La idea de Marquez serd un teorema?

Nuestro trabajo avanzo en torno a dos ejes; uno de ellos fue la formalizacion del Teorema y
el otro, la produccion de nuevas ideas matematicas en las que aiin estamos trabajando. En
cada encuentro Francisco traia nuevas ideas, iban apareciendo mds producciones, algunas
relacionadas con el Teorema y otras con diferentes temas que le interesaban.

1 e , . . . . . . .
Al utilizar el término paradigma nos referimos a la particular manera de mirar, interpretar y experimentar el
mundo de la produccién de ideas matematicas.
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Para ordenar nuestra produccion relacionada con la division de polinomios hemos
. -2
confeccionado un cuadro que nos organiza“:

[ POLINOMIOS ] [ METODO PARA RESOLVER ECUCIONES ]

iy
{ Relacién entre sumas de ]

coeficientes

Y

TEOREMA 1: TEOREMA 2: TEOREMA 3: TEOREMA 5: “TEOREMA” 4: :{TEOREMA 67
Refiersa la Refiere a la divisién Establece relaciones entre “Silasumade los Algoritmo para i
e 0 t . p ESTOESLOMAS
divisién entre un entre un polinomio coeficientes de polinomios coeficientes deun hallar los INCONCLUSO
polinomio de de gradon y un de cualquier grado que polinornio es cero, coeficientes del
gradony un polinomic de grado 1 intervienen en una division. ETDMEE el cociente de la ;Existen métodos?
Olnomio es P
polinomio de enla cual el resto sea _ di\:siblepur w1 divisién de un :Para qué grados?
gradolenla r(nonecesariamente Generaliza teoremas 1y 2 - - polinomio de
es decir admite a 1
cual el resto sea nulo) come raiz grado n por otro TENEMOSDOS
cero ) degradoly VERSIONES
Generaliza teorema 1 Ménica
:Son titiles?; cudl?
iComola formulamos?
iComola
demostramaos?

{HAY
RELACION?

Figura 1: Esquema que muestra y ordena el trabajo matemdtico
realizado en el Grupo hasta el momento

La produccion del Grupo no es un uUnico teorema; sin embargo este trabajo se llama “El
Teorema de Marquez”. Analizar cada parte de este cuadro seria muy interesante pero muy
extenso. Con el objetivo de ilustrar los intercambios generados en este grupo de estudio
hemos decidido centrarnos en el Teorema 2. Este teorema refiere a la division entre un
polinomio de grado n y un polinomio de grado 1 en la cual el resto sea r (no
necesariamente nulo). Establece relaciones entre r y las sumas de los coeficientes de los
polinomios que intervienen en la division.

Teorema 2:

n n—1
Sean: P(x) = Z gxt yQ(x) = Z b.x* polinomios de coeficientes reales tales que
i=n k=0

Plx) =Q(x) - (x — &) + r.r € R.entonces:

2 . . .
Los nombres que aparecen en el cuadro son de uso interno, y algunos reflejan el lenguaje consensuado del
grupo. Asi, cuando alguno menciona “Ruffini a la inversa” todo el grupo sabe a qué se hace referencia.
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Figura 2: Enunciado formal del Teorema de Marquez

El teorema afirma que: “Si un polinomio de grado n se divide por un polinomio de la forma
(x £ a), se cumple lo siguiente: el resto disminuido en la suma de coeficientes del
dividendo, dividido por la raiz del divisor disminuido en 1, es igual a la suma de los
coeficientes del cociente”.

Demostracion:

Plx)=0Q(x) - (x—a) +r

5i dos polinomios son iguales, entonces son iguales coeficiente a coeficiente, v por lo tanto
soniguales las sumas de sus coeficientes, entonces:

n n—1
Zai =Zbk (1—a)+r
i=0 k=0

%‘ F_Za:' =1
-1 - &b

A

Figura 3: Demostracion del Teorema de Marquez

En las figuras 2 y 3 se muestra la formalizacion de las ideas de Francisco, que inicialmente
estaban contenidas en los ejemplos que ¢l inventaba. Con estos ejemplos empezamos a
trabajar pues no nos parecian del todo evidentes, pero con ellos Francisco nos mostraba el
teorema en funcionamiento. Al verlo ejemplificar su teorema notdbamos una fuerte
conviccion sobre lo que hacia. Las primeras veces quedabamos sorprendidos al verlo:
manejaba con gran facilidad algo que nosotros casi no podiamos entender. Las relaciones
de las que hablaba no eran arbitrarias. Tuvimos que esforzarnos todos, €l por comunicar sus
ideas, y nosotros por comprenderlas.
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-10=1+(-B)+7+10 es
la suma de los
30 eselresto  coeficientes de p(x)

, -10 =1+(-3)+(-8) es
— _Q i |C o —IO 3 la suma delos
coeficientes del

u o cociente (g(x))
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| / —
N
1
l = s / 1T l(\l — coeficientes de p(x)
\ i
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coeficientes del \ . "‘D I E= JO — resto de
cociente q(x) ] e la division

Figura 4: Ejemplo de funcionamiento del Teorema

JPor qué el Teorema 2?

Antes de conocernos Francisco trabajaba de manera individual. Probando con ejemplos
comenzd a encontrar regularidades en relacion a las sumas de los coeficientes de
polinomios que intervenian en una division. Las primeras relaciones fueron establecidas en
casos particulares: se trataba de divisiones por polinomios de grado uno y con resto cero
(estas relaciones quedaron establecidas en lo que llamamos Teorema 1). Sus primeras ideas
avanzaron al considerar casos con raices particulares: a=2, luego a=3, etc., y tras analizar
numerosos ejemplos, Francisco fue generalizando las relaciones hasta llegar a enunciar, de
un modo coloquial, el contenido del Teorema 2.

El Teorema 2 contiene las ideas con las que Francisco se acercé a nosotros. Estas ideas, que
estaban contenidas en los ejemplos que ¢l nos mostraba, tenian para ¢l un sentido general,
la relacion encontrada siempre funcionaba. La generalizacion ya existia para Francisco,
pero existia de un modo que para €l era valido y suficiente y para nosotros no. En conjunto
trabajamos para entender sus ejemplos, explorar sus producciones y sus ideas, formalizarlas
y enmarcarlas en un conjunto de relaciones. A lo largo de este trabajo surgieron preguntas
que generaron nuevas producciones. En cada encuentro se tomaban estas nuevas ideas para
analizarlas, ponerlas a prueba, vincularlas con ideas anteriores e intentar formalizarlas.

REFLEXIONES

Hablar de “el Teorema” tiene para nosotros un sentido cercano a lo metaférico: no sabemos
con certeza si las relaciones encontradas “deberian” llamarse teoremas, propiedades o
corolarios; tampoco sabemos si son valiosas para la comunidad matematica o para alguna
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parte de ella. Estas cuestiones que al principio fueron motivo de discusién, no nos
preocupan tanto como antes.

Comunicar el Teorema es para nosotros mostrar una parte del fruto de nuestros
intercambios. Acercarse a las formalidades para que su produccidon sea considerada
matematicamente valida era una de las intenciones de Francisco. Sin embargo
consideramos que la mayor riqueza de nuestro trabajo no radica en haber obtenido un
enunciado y una demostraciéon formal, sino en el camino que fuimos construyendo para
arribar —eventualmente- a esos resultados. Este proceso de trabajo fue muy enriquecedor y
todos aprendimos algo. Francisco logré acercarse a otros modos de trabajo propios de la
comunidad de matematicos, conociendo nuevas reglas, maneras de validar, de comunicar
y expresar las ideas. Ademads, al analizar sus propias producciones pudo diferenciar entre el
valor y la validez de las mismas.

Del lado de los docentes, destacamos el trabajo colaborativo que pudimos generar, en
especial haber logrado un vinculo que se basa en el intercambio y no en la asimetria
profesores-“alumno”. Pudimos trabajar en conjunto compartiendo distintos tipos de
conocimiento, donde cada uno vivenci6é un proceso constante de aprendizaje.

Muchos son los interrogantes que seguimos produciendo al interior del Grupo de Estudio,
tanto desde el punto de vista de la produccidn matematica que nos convoca, como desde
una perspectiva didéctica. El trabajo de construccion de nuevos conocimientos colectivos
continfia.
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