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RESUMEN

De la experiencia docente en cursos de Probabilidades y de Estadistica en la Facultad de
Ingenieria de la UNLP, hemos advertido distintas problematicas que los alumnos presentan
en el aprendizaje de los contenidos en esas asignaturas. En particular, los vinculados a los
conceptos de variable aleatoria continua y el de funcion de densidad de probabilidad, que se
encuentran entre aquellas que generan en los alumnos complejidades al momento de su
aplicacion en problemas concretos, que no radican en las técnicas matematicas, sino en las
aplicaciones e interpretaciones adecuadas que seran de practica corriente en su actividad
profesional. Este trabajo es una investigacion preliminar sobre el andlisis de esas
dificultades, que tiene por objetivo mejorar su ensefianza, de modo de reivindicar la razén
de ser de estos objetos matematicos y de luchar contra la resolucién mecdnica de las
situaciones problematicas por parte de los alumnos. Es un punto de partida para estudiar las
posibles estrategias didacticas que podrian colaborar a tal fin, en comunién con ciertas
ideas tedricas que se presentan con el objeto de “renovar” la ensefianza de la matematica,
de luchar en contra del “envejecimiento de los saberes” y de la pérdida de sentido.

Palabras clave: ensefianza, probabilidades, variable aleatoria continua, funcion de
densidad de probabilidad.
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ANTECEDENTES SOBRE EL TEMA

Existen investigaciones en el drea educativa que advierten de las dificultades en el
aprendizaje por parte de los alumnos universitarios en tematicas relativas a probabilidades,
en particular en el concepto de variable aleatoria y de funcién de densidad de probabilidad.
Huck et al (1986) han encontrado dificultades asociadas a la interpretacion de la
distribucion Normal Estdndar, indican que algunos estudiantes creen que todas las
puntuaciones tipificadas han de tomar un valor comprendido entre -3 y +3, mientras que
otros opinan que no hay limite para los valores médximo y minimo de estas puntuaciones.
Hawkins et al. (1992) describen en su trabajo los errores que cometen los alumnos
universitarios a aproximar la distribucion binomial mediante la distribucién normal,
observan que en general aplican la correccion por continuidad de una forma mecénica, sin
entender su significado. Wilensky (1995) en su trabajo propone un problema a personas de
distintas edades, incluyendo a profesionales con conocimientos de estadistica y observa que
en general, los sujetos de su investigacion sabian resolver problemas relacionados con la
distribucion normal, pero no eran capaces de justificar el uso de la distribucion normal en
lugar de otro concepto o distribucion. Tauber (2001, citado por Ruiz, 2006), centra su
estudio en el aprendizaje de alumnos universitarios de la distribucion Normal y advierte
sobre la existencia de ciertas dificultades de los alumnos para distinguir la distribucion
tedrica y empirica, sobre todo cuando se ven en la necesidad de resolver problemas
abiertos. También menciona que en los libros de texto no siempre se relaciona el estudio
de la estadistica descriptiva con el de la variable aleatoria y con el de las distribuciones de
probabilidad. Es decir, no se hace una conexion entre el estudio del modelo probabilistico y
el andlisis de datos empiricos. Behar Gutiérrez y Grima Cintas (2013) afirman que en
cursos basicos de estadistica, el capitulo que corresponde a Estadistica Descriptiva, aparece
como un tema aislado, que podria estudiarse antes o después de las temdticas de
Probabilidades. En estas condiciones no se aprovechan algunos desarrollos de la Estadistica
Descriptiva que podrian ser usados como un puente intuitivo para la comprension de
resultados mas abstractos de la teoria de la probabilidad. Hacen referencia especifica al
concepto de histograma como representacion de la funcidn empirica de densidad para dar
sentido a la definicion de variable aleatoria continua. Afirman que la definicion de variable
aleatoria continua, es muy poco intuitiva e introduce la funcion de densidad de probabilidad
de manera muy artificial. Un trabajo reciente es el de Nardecchia y Hevia (2003), quienes
realizaron una investigacion bibliografica historica tendiente a encontrar los posibles
obstaculos didacticos en el aprendizaje de la variable aleatoria. Argumentan que, los
estudiantes tienen predominantemente desarrollado el pensamiento deterministico sobre el
probabilistico y que esto puede influir ain méas en la presencia de ese obstaculo
principalmente en la ensefianza superior. Concluyen, también, que histéricamente no ha
sido simple la construccion de un modelo adecuado a partir de los datos observados, de
modo que esta vinculacion entre la realidad y la variable aleatoria (como modelo
matematico) puede constituir otro obstaculo con el que se podria enfrentar un estudiante.
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Asi mismo, ellos enfatizan en la importancia de realizar estudios que nos indiquen la
transposicion didactica que el concepto matematico ‘variable aleatoria’ ha sufrido para
poder ser incorporado a la ensefianza en las instituciones educativas. Ruiz y Albert (2005)
abordan lo que consideran ellos como una de las ideas fundamentales en los cursos de
Probabilidad y Estadistica en las instituciones de ensefianza universitaria: la ensefanza del
concepto variable aleatoria en general. Utilizan como marco tedrico la Teoria de
Situaciones Didéacticas y como metodologia de investigacion la Ingenieria Didactica. Su
trabajo consiste en saber cudl es el estado de apropiacion de algunas ideas fundamentales
estocasticas relativas a la variable aleatoria en dos estudiantes que acaban de ingresar al
nivel universitario. Segun estos autores, la pertinencia del desarrollo de un proyecto de
investigacion alrededor de la didactica de la variable aleatoria se sustenta tanto en
dificultades en su ensefanza y aprendizaje, como en razones propias del desarrollo del
concepto en la probabilidad y la estadistica como ciencias. Opinan ademas que el concepto
de variable aleatoria propicia el paso de la estadistica descriptiva y probabilidad bésica
hacia modelos probabilisticos.

PLANTEO DEL PROBLEMA

El presente trabajo es parte de la etapa inicial de una investigacion que se enmarcara en la
Teoria Antropologica de lo Didéctico (TAD), propuesta por Yves Chevallard (2004, 2007,
2012). La misma pretende introducir en el aula la Pedagogia de la investigacion y del
cuestionamiento del mundo (PICM) (Otero et al., 2013), con el objetivo de enfrentar los
fendémenos denominados: monumentalizacion del saber y pérdida de sentido de las
cuestiones que se estudian en la escuela media y en la universidad. Para ello, Chevallard
propone la aplicacion de dispositivos didacticos denominados Actividades de Estudio e
Investigacion (AEI) y Recorridos de Estudio e Investigacion (REI).

En esta primera etapa se analizard la problematica involucrada en la enseflanza y
aprendizaje universitario, en este caso en la asignatura Probabilidades para las carreras de la
FI UNLP, de los conceptos de variable aleatoria continua y el de funcion de densidad de
probabilidad. Estos temas, particularmente, se encuentran entre aquellos que generan en los
alumnos complejidades al momento de su aplicacidon en problemas concretos, que no
radican en las técnicas matematicas, sino en las aplicaciones e interpretaciones adecuadas
que seran de practica corriente en su actividad profesional. Muchas veces se observa que
los estudiantes resuelven las situaciones problematicas de un modo mecanico sin entender
realmente el significado y la razén del procedimiento realizado.

Esta investigacion se apoya en el hecho de que en la organizacion de las asignaturas
Probabilidades y Estadistica no se hace una conexion entre el estudio del concepto
probabilistico de variable aleatoria y densidad de probabilidad con el andlisis estadistico de
los datos experimentales, por lo que los modelos matematicos pierden su razon de ser dado
que no se relacionan con los datos que se pretende modelar. Esta ensefanza
descontextualizada y técnica obstaculiza la comprension de esos objetos matematicos.
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De manera de describir parte de la situacion se hard referencia a como se introduce la
tematica en los cursos de probabilidades en la FI UNLP, el significado asignado a los
objetos matematicos, motivo de este trabajo, en la bibliografia de uso corriente y algunos de
los problemas identificados en lo realizado por los alumnos en dichos cursos.

Marco Institucional y Disciplinar de los conceptos: variable aleatoria continua y
funcion de densidad de probabilidad.
En las guias correspondientes a los cursos, en los que desempefiamos nuestra practica
docente, se introduce el concepto de la siguiente forma:
Hay variables aleatorias cuyo rango son todos los nimeros reales de un intervalo dado, (es
decir es un conjunto infinito no numerable) que corresponden a variables aleatorias que
llamaremos continuas. En el caso de estas variables la probabilidad asociada a un suceso
elemental es igual a cero, asi que en lugar de trabajar con la probabilidad de valores
particulares de la variable, se trabaja con la funcion de distribucion de dicha variable. Para
esto ultimo se usa una funcion que mide la “concentracion” de probabilidad alrededor de un
punto, que se denomina “funcion de densidad de probabilidad” y se denota como f(x).
Una funcion de densidad de probabilidad debe cumplir con las siguientes propiedades:

1. f(x)=0 la funcion es no negativa para cualquier valor de x (-c0,00) (f(x) no es una

probabilidad, y puede valer mas de 1).
2. f f(x)dx =1 (el area bajo la curva de la funcion vale 1).

Para cualquier conjunto B de nimeros reales

P(X eB)=Jf(x)dx

Si B es el intervalo real /a,b /= {xe R, a <x <b entonces

P(X eB)=Pla<X <b)=] f(x)dx

Sia =Db entonces
P(X =a)=[" f(x)dx=0

Es decir, la probabilidad que una variable aleatoria continua tome algiin valor fijo es cero.
Por lo tanto, para una variable aleatoria continua se cumple que:

Pla<x <b)=Pla<X<b)=Pla< X <b)=Pla< X <b)=[ f(x)dx

La funcién de distribucion acumulada para una variable aleatoria continua se calcula como
se muestra en la siguiente expresion.

F(a)= P(X < a) = fw f(x)dx

La probabilidad de que la variable est¢ dentro de un intervalo /a, b/, para una variable
aleatoria continua, se calcula como diferencia de valores de la funcion de distribucion
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acumulada en sus extremos. Esto es debido a que para variables aleatorias continuas se

cumple que:
Pla< X <b)=Pla< X <b)
Y como
Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)
Entonces

Pla< X <b)=F(b)-F(a).

En alguna bibliografia de textos de probabilidades como por ejemplo en el libro del autor
Maronna (1995), se introduce la tematica con mayor rigor matematico y se puede encontrar
una interpretacion para la funcion de densidad de probabilidad cuando f{x) es continua. En
ese caso p(x-0 < X < x+9) = 29f(x)+0(d), donde “0” es un infinitésimo de orden mayor que
0; de manera que f{x) sirve para aproximar la probabilidad de un “intervalito” alrededor de
X.

En el caso del libro de Devore (2008), se presentan las tematicas variable aleatoria continua
y funcioén de densidad de probabilidad introduciendo un ejemplo y relacionandolas con los
conceptos de estadistica descriptiva de modo de darle una interpretacion intuitiva a estos
objetos matematico. Propone problemas aplicados, el tema en cuestion es tratado con mas
libertad y con menos herramientas tedricas que el anterior.

En tanto que el autor Meyer (1992) introduce el concepto de funcion de densidad de
probabilidad sin relacionarlo con temas de estadistica pero sin mucho rigor matematico.
Muestra una interpretacion del tema desde el punto de vista probabilistico, aplica el
Teorema del Valor Medio del Calculo Integral para dotar de significado a la funcion de
densidad:

PlrsX<x+an)=["" f()ds =Axf(&),  x<E<x+Ax

Si Ax es pequeno, f(x)Ax es aproximadamente igual a P(x <X <x+Ax).
En cuanto al libro de Montgomery y Runger (2006), no se observa una explicacion

abstracta de estas tematicas y refiere que un histograma es una aproximacion de una
funcion de densidad de probabilidad. Se explica que para cada intervalo del histograma, el
area del rectdngulo correspondiente es igual a la frecuencia relativa o proporcion de
mediciones en el intervalo. De un modo similar, el drea bajo f(x) en cualquier intervalo es
igual a la probabilidad real de que una medicion esté en ese intervalo.

CASOS DE ESTUDIO

A partir de la definicion indicada previamente y de la descripcion de las propiedades de
algunas variables aleatorias continuas (Exponencial, Uniforme, Normal), los alumnos
encaran la resolucion de situaciones problematicas sobre el tema. Para realizar una
descripcion de las dificultades se mostraran ejemplos de situaciones que resultan confusas
de interpretar por parte de los alumnos. Estos casos de estudio que planteamos son solo
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algunos de aquellos que presentan la problematica indicada previamente. En lo que sigue
mostramos los casos de estudio y un breve andlisis del problema que se observa en cada
uno de ellos. Algunos de los ejemplos mostrados se observan en la actividad practica en el
aula y otros en evaluaciones diagndsticas sobre las tematicas especificas.

Caso 1:
La funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria X = “peso neto en libras de
un paquete de herbicida quimico” es

f(x) =1/3 para 47 < x <50 libras
a) Calcular la probabilidad de que un paquete pese mas de 48 libras.
b) Calcule la proporcion de paquetes que pesan mas de 48 libras.

En este ejercicio el problema aparece ante la necesidad de responder el inciso b) cuya
solucion es la misma que para el inciso a), pero para los alumnos no es intuitivamente
razonable. Preguntan si la funcion de densidad denota el peso de un sdlo paquete o el peso
de muchos paquetes.

Caso 2:

Una maquina expendedora de bebidas gaseosas se regula para que sirva una media de 200
mililitros por vaso. Si la cantidad de bebida se distribuye normalmente con una desviacion
estandar de 15 mililitros.

a) (Qué cantidad de bebida deberia contener un vaso como minimo de manera de que se
derrame so6lo el 10% de las veces?
b) /Qué cantidad de bebida contendra como minimo el 10% de los vasos mas llenos?

En este ejercicio se les presenta una dificultad similar que para el Caso 1, pero ellos deben
identificar qué mide la variable aleatoria y encontrar un valor de la misma en lugar de
calcular una probabilidad. En este caso se pregunta lo mismo en a) y en b) pero de distinto
modo, los alumnos creen que se trata de distintas variables aleatorias ya que en a) se habla
del contenido de un vaso y en b) de mas de uno.

Caso 3:
Se corta una varilla de mimbre en un punto al azar. Calcular la probabilidad de que la
longitud del lado mayor sea mas del doble de la del menor.

En este ejemplo, es frecuente observar que los alumnos no identifican cual es la funcion de
densidad de probabilidad asociada al experimento, ni tampoco, como definir la variable
aleatoria, expresan que falta informacion y preguntan: ;Cudl es la funcion de densidad de
probabilidad?

En estos casos el alumno, como se estudia en clase, deberia identificar que se trata de un
problema en el que se aplica la distribucion uniforme como se observa en la Tabla 1.
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[Resolucion correcta:
Si [ es la longitud de la varilla. Se define X: “punto de corte de la varilla de longitud [

X ~ U[0,1]. Se quiere calcular: P(X < /3 U X >21/3)=P(X <1/3)+P(X > 21/3)= % + % = %

Tabla 1. Resolucion correcta del Caso 3.

Caso 4:

Cierto tipo de componente puede ser comprado nuevo o viejo. EI 50% de los componentes
nuevos duran mas de 5 afios, pero solo el 30% de los usados duran més de 5 afos. ;Seria
posible que las duraciones de los componentes se distribuyan exponencialmente? Explique.

Resolucion correcta:

X: “afios de vida de un componente”. Sea t > 0. Del enunciado del problema se desprende que:

P(X>5)=05 yque P(X>t+5/X>1)=03

Esto no podria pasar si la variable aleatoria tuviera distribucion exponencial, dado que goza de la propiedad de “falta
de memoria”.'P(X >t+s/X >t)=P(X >s) Para todo s y t positivos. Por lo tanto no puede tener distribucion

exponencial

Tabla 2. Resolucion correcta del Caso 4.

Resolucion incorrecta:

>

X: “arios de vida de un componente nuevo”.
componente”

Y: “afios de vida de un componente usado”. Z: “arios de vida de un

Del enunciado se desprende: P(X >5)=0,5 yque P(Y >5)=0,3 pernose puede determinar la distribucion de Z.

Tabla 3. Resolucion incorrecta del Caso 4.

En este ejercicio se pretende que apliquen la propiedad llamada de “falta de memoria”
inherente a la distribucidn exponencial, entre otras. Para resolverlo correctamente (como se
observa en la Tabla 2), tendrian que ser capaces, ademas, de comprender que se utiliza una
sola variable aleatoria para resolver el problema y que el comportamiento de todos los
componentes estd descripto por una unica funcién de densidad de probabilidad y no por tres
variables aleatorias distintas (como se observa en la Tabla 3).

Caso 5:
Suponga que ciertas chapas de aluminio tienen un peso que es una variable aleatoria con

media de media tonelada y desvio tipico 40 kg. ;Puede decir qué proporcion de chapas
pesan menos de 500 kg.?

\I\ﬁ\a\u 4y ﬁ,&ﬂ‘\s) Lot (Lo ovaas A Bapleg B © ( K (500.‘)
- - _
of M S5e0 T = 40 ‘ ‘ 7\

F’()<<Soo) s P x-S ¢ 500 - $92 ) ‘()1(‘2 \(d): '/Zl

“deo 45
Qo om focl ot Lo cliofe. [~ s oR S0 g

Figura 1. Resolucion incorrecta del Caso 5.
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En la Figura 1 se observa la resolucion del problema planteado por parte de un alumno,
donde para resolverlo asume que la distribucién de la variable aleatoria continua tiene
distribucion Normal. Simplemente porque se les da como dato la media y el desvio
estandar, cuando en realidad la distribucion es desconocida y el ejercicio no es posible
resolverlo. Esta forma mecénica de resolucion se observo en el 80% de las producciones de
los alumnos en evaluaciones diagnosticas (sobre un total de 50 alumnos evaluados). En la
Figura 2 se muestra un caso de resolucion correcta del ejercicio por parte de un alumno del
curso.

o= b (,@;);J S g b Lapo DAL
i i 5
P(X/\ S\ ) — .

5 S pAS bohb (Cdiod M8 A fuede okl - Lot
coveryy  Ra olomibocor e X .
Figura 2. Resolucion correcta del Caso 5.

Caso 6:
El tiempo que los alumnos tardan en entregar un examen cuyo limite de tiempo es de tres
horas es una variable aleatoria X, medida en hora o fraccion, con funcion de distribucion
acumulada F(x) = (x/3)’ para 0 <x < 3.
(Qué porcentaje de alumnos entregan durante las primeras dos horas?

LT gt o v e
2L ¥ Cae. . B
S 2 ¥
B ENTAY ‘ O XER
EEERN \ L] I ™ I O R
3 X = il o] Qe ooy iseiios Ao DotS ¢ [iteekor o\ daven
() 1] Pt AT _ }(
L _ L5 PR I
L) [ T | LAl ]y
flg TR/ 12 | N/X T 3| [& 4 [0 E19 M8
Y -
: A I 7% U, e [o4 ]
b NN Tl b
N | R I T )
EUAGLY Yol Ty Plicts] gufregad i Bs |77 dras
Lt - e J | NV
| i I I I | , A K

Figura 3. Resolucion incorrecta del Caso 6.

En la Figura 3 se observa una tipica resolucion mecanica del ejercicio (Caso 6), por parte
de un alumno de un curso en una evaluacion diagndstica. El alumno integra la distribucion
acumulada de la variable aleatoria en lugar de evaluar la misma en los extremos del
intervalo.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado algunas de las problematicas que presentan los alumnos
cuando resuelven situaciones estandar relacionadas con el uso de variables aleatorias
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continuas en los cursos de Probabilidades de la Facultad de Ingenieria de la UNLP. Una de
las dificultades observadas en los alumnos parte ya desde el planteo del problema y en la
determinacion del fendmeno aleatorio, ya que no pueden precisar qué esta significando la
variable aleatoria asociada al experimento (caso 2 y caso 3). Es decir, no alcanzan a
identificar la variable aleatoria correcta. Otra dificultad observada es una tendencia a
resolver los ejercicios en forma mecanica y descontextualizada (caso 5, caso 6). Para los
casos 1 y 4 la problematica podria radicar en el hecho de que los alumnos no interpretan
correctamente el significado del objeto matematico “funcion de densidad de probabilidad”
(pareceria que no logran hacer una conexion entre la realidad y dicho concepto).

Varias de estas dificultades han sido reportadas en las distintas publicaciones indicadas
previamente. Los libros analizados conforman una muestra de una posible interpretacion
propuesta por los distintos autores para el concepto de funcion de densidad de probabilidad.
Meyer (1992) y Maronna (1995) proponen una interpretacion teorica, mientras que Devore
(2008) y Montgomery y Runger (2006) proponen una interpretacion intuitiva a partir de
una aplicacion para un problema concreto (vincula conceptos de estadistica y
probabilidad).Lo que se observa en general es que pese a que alguna bibliografia analizada
hace hincapié en la vinculacion entre la definicion de histograma y la de funcién de
densidad de probabilidad no proponen situaciones problematicas en las que el alumno
realice esta asociacion. También se puede resaltar que algunos de los libros analizados
desarrollan el concepto de histograma en capitulos posteriores al de funcion de densidad de
probabilidad, con lo cual la interpretacion es mas abstracta.

Dado que estos estudiantes luego desarrollaran su actividad profesional usando los
conceptos de probabilidades y estadistica, en general, como herramienta aplicada a
situaciones reales, y en vista de los resultados obtenidos, una tarea primordial seria crear
espacios en los que el alumno se enfrente en su recorrido de estudio con problemas abiertos
y contextualizados, situaciones que permitan al estudiante recrear un experimento aleatorio
e identificar los resultados coherentes con dicho experimento. Luego que pueda inferir una
determinada funcion de densidad a partir de la correcta modelizacion de la variable
estadistica y la aplicacion de herramientas de estadistica descriptiva.

La siguiente etapa de esta investigacion consistira en la elaboracion, disefio y aplicacion de
los dispositivos didacticos denominados Actividades de Estudio e Investigacion (AEI),
mencionados anteriormente en este trabajo, de modo de hacer frente a las problematicas
planteadas. Esto constituye la respuesta de la TAD al problema de la desarticulacion, del
monumentalismo de los saberes y de la falta de sentido de la ensefianza de la matematica.
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