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RESUMEN

En este trabajo presentaremos brevemente el andlisis epistemografico y explicaremos como
fue utilizado éste para analizar los errores que cometen los estudiantes de primer afio de la
universidad al intentar resolver ejercicios sobre funciones'. El objetivo de la investigacion
desarrollada fue analizar si las dificultades algebraicas con que ingresan los alumnos a la
universidad tienen influencia en sus desempefios. A través del estudio pudimos observar
que este tipo de dificultades representan un punto clave para los estudiantes. Estas tienen
fuerte repercusion en la enseflanza y aprendizaje del tema funcion. El andlisis
epistemografico nos permiti6é observar que las dificultades relacionadas con conocimientos
semio-lingiiisticos (ligados al conocimiento del lenguaje algebraico) aparecen como un
primer obstaculo. Pareceria que una vez que se sobrepasan éstas el alumno puede evitar un
cierto nimero de errores pero se enfrenta con otras dificultades ligadas a las nociones como
son las definiciones y propiedades de los objetos matematicos (algebraicos) y, mas
generalmente, a como los objetos matematicos estan relacionados entre si.

Palabras clave: andlisis epistemografico, analisis de errores, errores algebraicos, estudio
de funciones, ingreso a la universidad.
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INTRODUCCION

Una preocupacion compartida por alumnos, docentes e investigadores es poder lograr que
los estudiantes ingresantes a las universidades comprendan las mateméticas. Para eso la
transicion y articulacion entre el nivel medio y la universidad se tornan fundamentales. En
este sentido, resulta interesante estudiar las dificultades en relacion al trabajo algebraico
que presentan alumnos de primer afio del nivel universitario en el aprendizaje de la
matematica que se les ensefia hoy en la universidad.

Tener conocimiento acerca de la relacion existente entre errores de naturaleza algebraica de
los alumnos y la comprension de los temas de la matematica aportaria elementos para re-
organizar una ensefianza que ayude a sortear esas dificultades.

Atendiendo a nuestra preocupacion y en un intento de recorte del tema en nuestro trabajo
de tesis investigamos como y en qué medida influyen los conocimientos previos sobre
nociones algebraicas (ecuaciones, inecuaciones, operaciones con expresiones algebraicas,
etc.) con que ingresan los alumnos al primer afio del nivel universitario en el estudio de
funciones (lo referido a dominio, conjunto de ceros, positividad, negatividad, calculo de la
funcion inversa, interseccion entre graficos de funciones, calculo de féormulas de funciones
lineales y cuadraticas). Elegimos el tema funcion para observar dichas dificultades porque
es uno de los primeros temas que deben abordar los estudiantes en su primera materia de
Matematica de primer afio.

Hicimos una descripcion rigurosa y detallada de las dificultades (ligadas al uso de algebra)
que presentan los estudiantes al resolver ejercicios sobre funciones con el fin de producir
conocimientos sobre las dificultades algebraicas méas comunes, mas frecuentes de los
alumnos en relacion a funciones para asi dar respuesta a la pregunta inicial.

En Didactica de la Matematica es pertinente estudiar la naturaleza de los saberes debido a
que conocer conceptos matematicos, manejar los distintos sistemas de representacion
semiotica de los mismos, utilizar recursos tanto conceptuales como semidticos para resolver
practicamente problemas, conocer, y aceptar de seguir, las reglas que rigen la actividad
matemadtica, se aprende — y por consecuencia, se ensefia — de maneras muy diferentes.

Los docentes de matematica al dar clases quizas podrian estar privilegiando en los alumnos
el desarrollo de ciertos saberes correspondientes a determinadas dimensiones de los
conocimientos (tratadas en la Epistemografia) y desalentando otras. El analisis realizado en
nuestro trabajo constituye un aporte importante para ayudar a los docentes a identificar
cudles son los puntos flojos de sus alumnos y de esta manera los ayudara a modificar las
estrategias de ensefianza para atender a los requerimientos de sus estudiantes en lo que
respecta al tema funciones en los aspectos analizados.

Conocer el detalle de los conocimientos involucrados en las tareas matematicas de los
alumnos en el inicio de la universidad nos ayuda también al momento de hacer propuestas
curriculares nuevas y nos permite evaluar las propuestas de cambio en la ensefianza de la
matematica en el inicio de la universidad.

MARCO TEORICO

Nos interesa el estudio de errores porque como mencionan Abrate et al. (2006):

“El andlisis de los errores sirve para ayudar al docente a organizar estrategias para un mejor
aprendizaje insistiendo en aquellos aspectos que generan mas dificultades y contribuye a
una mejor preparacion de instancias de correccion”.
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Creemos, como sefialan en su trabajo Del Puerto et al. (2004) que el andlisis de los errores
cometidos por los alumnos en su proceso de aprendizaje provee una rica informacion
acerca de como se construye el conocimiento matematico; y al mismo tiempo, constituye
una excelente herramienta para realimentar el proceso de ensefianza-aprendizaje con el fin
de mejorar los resultados.

Haciendo foco en el aprendizaje y el manejo de las técnicas que menciona Sessa (2005) y
en las ideas de Kieran (2004) para nuestra investigacion definimos la actividad algebraica
como el uso de instrumentos algebraicos para operar sobre objetos considerados desde el
punto de vista algebraico o reducidos a su dimension algebraica. La “actividad algebraica
ligada al estudio de funciones” seria en este sentido una actividad basada en el uso de
instrumentos algebraicos para operar sobre funciones. Es decir, una actividad matematica
que se caracteriza por el empleo de herramientas algebraicas para la resolucién de
problemas analiticos.

El Analisis Epistemografico

Para realizar el estudio elegimos analizar el trabajo de los alumnos usando la division en
capas de analisis del trabajo matematico y la categorizacion utilizada en el Andlisis
Epistemogréfico (Drouhard, 2013). Esta fue desarrollada para la organizacién de los
conocimientos cientificos. Lo elegimos porque pensamos que necesitdbamos categorias de
andlisis mas finas que la nocion de “dificultades ligadas al trabajo algebraico” o
“dificultades no ligadas al trabajo algebraico”.

Capas de analisis de la actividad matematica

La actividad matematica de los alumnos puede ser analizada desde cinco “capas”
(Drouhard, 2014). Estas son: la capa del Contrato Pedagdgico (capa CP), la capa del
Contrato Didactico (capa CD), la capa de Matematizacion y Modelizacion (capa MyM), la
capa de los Discursos y del Razonamiento (capa DyR) y la capa de los Objetos de Saber y
las Operaciones (capa OSO).

La capa CP abarca los saberes que los alumnos y docentes deben tener para cumplir su rol
respectivo de alumno y de profesor. No tiene ninguna relacion con los saberes matematicos
y puede ligarse a la nocion de “oficio de alumno” desarrollada por Philippe Perrenoud
(1994). En la capa CD se analiza lo que los alumnos deben conocer del contrato didactico
(qué es lo que ellos y el profesor deben hacer respecto a las tareas matematicas etc.). En la
capa MyM se estudia como se pasa del problema (matematico o extra matematico) tal como
esta formulado a otro problema matematico del cudl el alumno tiene los instrumentos para
resolverlo y cuya solucion contribuye a hallar la solucion del problema inicial. En la capa
DyR el andlisis se centra tanto en los razonamientos (espontaneos o no, validos o no) de los
alumnos como en las formas discursivas usadas para expresar esos razonamientos. La capa
OSO es el lugar del analisis en términos de objetos matematicos y de las operaciones sobre
los mismos. Ejemplos de objetos pueden ser los nimeros, las funciones de tipo y = ax+b,
las ecuaciones e inecuaciones y su resolucion tanto grafica como numérica.

Para el analisis realizado en la tesis decidimos centrarnos en la “capa de los Objetos de
Saber y las Operaciones” y en la “capa de los Discursos y del Razonamiento”. Otros
marcos teoricos ya analizan el trabajo de los alumnos en las demads capas. Por ejemplo en la
TAD se trabaja en la capa MyM.
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Categorias definidas por la Epistemografia: Dimensiones y Reglas del juego

Existen dos tipos de saberes: los relativos a objetos (funcion lineal, grafico de una funcion,
ecuacion, etc.), y los relativos a las “reglas del juego matematico” (las soluciones obtenidas
por célculo deben ser exactas, las sacadas de una resolucion grafica tienen un cierto grado
de aproximacion, etc.).

El Anélisis Epistemografico considera que los saberes relativos a los “objetos matematicos”
se situan en un espacio de tres dimensiones principales: Nocional, Semio-lingiiistica e
Instrumental.

Conocer un objeto matematico equivale a conocerlo en cada dimension.

En la dimension Nocional de los objetos se encuentran los saberes relativos a las
definiciones y propiedades de los objetos matematicos y, mas generalmente, a como los
objetos matematicos estan relacionados entre si.

En la dimension Semio-lingiiistica se hallan, por un lado, los saberes relacionados con el
funcionamiento de todo el sistema de representacion semidtico, en particular, su semantica,
es decir, la relacion entre las representaciones y los objetos matematicos. También
encontramos en esta dimension los saberes relativos a la representacion de los objetos
matematicos particulares del dominio. Necesitamos aprender los saberes de esta dimension
para leer, interpretar, escribir, dibujar, entender, procesar representaciones (escrituras,
esquemas, graficos, etc.) de los objetos de saber.

La dimension Instrumental incluye saberes relativos a como se usan los instrumentos, en
qué medida vale la pena o no usarlos, o cudles son los costos y beneficios de hacerlo. Es
decir que esta dimension trata sobre el “cdmo hacer”, sobre las maneras de hacer algo, las
ventajas y los inconvenientes de usar tal o cual manera para hacer.

Se definen cuatro tipo de instrumentos:

e Artefactos: por ejemplo las teclas de la calculadora

e instrumentos semio-lingiiisticos: son los que operan directa o indirectamente sobre
las representaciones semioticas (por ejemplo el algoritmo para sacar comun
denominador en la suma de fracciones),

® nociones matemadticas usadas como instrumentos: por ejemplo el uso de la
definicion de nimero racional para demostrar que el conjunto de numeros
racionales es denso en el conjunto de los nimeros reales

e meta-instrumentos: son instrumentos que operan sobre instrumentos. Por ejemplo
las estrategias de planificacion del uso de instrumentos, para un fin dado. Pueden
considerarse como las herramientas para elegir en la “caja de herramientas”.

Los saberes relativos a las “Reglas del juego Matematico™ tienen que ver con conocer las
“reglas del juego”. Estas son las que rigen la validez logica de los razonamientos, la
aceptabilidad de las representaciones semiodticas, el uso legitimo de los instrumentos, etc.
Los saberes relativos a las reglas del juego matemético tratan sobre lo permitido y lo
prohibido, a diferencia de los saberes instrumentales que tratan sobre lo posible y lo
imposible (o lo facil y dificil).

Ademas es preciso saber nombrar, e identificar, las cosas (objetos, operaciones, reglas del
juego), como por ejemplo fraccidon, numerador, denominador, etc.
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CAMPO Y METODOLOGIA

Para realizar la investigacion analizamos los errores que cometieron los estudiantes de la
materia Matematica I de la Universidad Argentina de la Empresa (UADE) en el primer
parcial al intentar resolver los ejercicios referidos al tema funcion.

Para analizar en detalle los errores de los estudiantes en primer lugar realizamos un
“Analisis Epistemografico” para estudiar la relacion entre el dlgebra del secundario y el
analisis matematico de la universidad ligado al tema funciones. Estudiamos esta relacion
para los ejercicios propuestos en el examen escogido.

El Anéalisis consisti6 en mirar cada ejercicio del examen identificando qué saberes necesitan
poner en juego los alumnos para resolverlos. A continuacion estudiamos en qué capa de
andlisis se sitian esos saberes (CP, CD, MyM, DyR, OSO) y trabajamos con los
localizados en la Capa DyR y en la Capa OSO que involucran nociones algebraicas,
identificando qué dimensiones de dichos conocimientos deben poner en juego los
estudiantes y si hay alguna “regla del juego” que éstos deban saber.

Este analisis nos permiti6, por un lado, descartar aquellos items del examen que no
involucran conocimientos algebraicos en su resoluciéon y por el otro tener algun indicio
sobre donde pueden situarse las dificultades de los estudiantes (en qué capas y
dimensiones) al resolver los ejercicios de este parcial.

Luego de desarrollar el analisis epistemografico analizamos los errores que cometieron los
alumnos al intentar resolver los ejercicios sobre funciones propuestos en el examen,
poniendo el foco en los de indole algebraico. Al analizar los errores de los estudiantes podia
suceder que nos encontremos con situaciones no contempladas en el andlisis
epistemografico desarrollado a priori ya que consideramos poco probable que el andlisis
pueda contemplar las infinidades de razonamientos posibles para resolver correcta e
incorrectamente cada ejercicio. En ese caso analizamos en su momento los saberes puestos
en juego al resolver la actividad de la manera que escogi6 el alumno.

Para realizar el andlisis mencionado armamos una tabla por cada item del parcial que
consideramos que involucra conocimientos algebraicos en su resolucion. En dicha tabla
marcamos, mirando cada examen por separado, si el alumno cometid errores 0 no en ese
item y en caso de haberlos cometido analizamos a qué capa de andlisis corresponden.

Luego de realizar las tablas para cada item del examen que involucra conocimientos
algebraicos en su resolucion nos quedamos s6lo con aquellos exdmenes que tengan al
menos un error localizado en la capa OSO o capa DyR (en caso de que el ejercicio
involucre conocimientos de indole algebraico en esta capa de analisis).

A continuaciéon hicimos un analisis por examen (es decir por alumno). Realizamos una
descripcion detallada de cada error de indole algebraico cometido por el estudiante e
identificamos en cudl o cudles de las dimensiones del conocimiento que menciona la
Epistemografia tuvo dificultades el alumno al cometer dicho error. Volcamos esta
informacion en una nueva tabla (una para cada alumno).

Luego de terminar el andlisis para la totalidad de alumnos de la muestra estudiamos los
resultados y sacamos conclusiones para el grupo de alumnos, observando el impacto de los
errores algebraicos en el desempeio de los alumnos y analizando si existe alguna “region”
donde éstos presenten mayores dificultades.
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ESTUDIO

Para el analisis de los resultados hicimos un analisis estadistico elemental siguiendo los
siguientes pasos:

1-

Analizamos por item los porcentajes de errores algebraicos y no algebraicos.
Obtuvimos que los items que presentaron mayores porcentajes de errores algebraicos
fueron los items iv y viii (ver los enunciados en el Anexo)

40% y 43% respectivamente calculado sobre el total de la muestra y 64% y 50%
respectivamente calculado sobre el total de alumnos que presentaron errores

Para cada item localizamos los errores en las distintas capas de analisis obteniendo que
la mayor parte de ellos se localizan en la capa OSO y en la capa DyR. Por ejemplo en
el item iv (ver enunciado en anexo) de las 37 dificultades detectadas en el total de la
muestra, 16 fueron localizadas en la capa DyR y 14 en la capa OSO. En el item x (ver
enunciado en anexo) encontramos 37 dificultades observando las producciones del
total de alumnos de la muestra; 9 de éstas localizadas en la capa DyR y 22 en la capa
OSO.

Las dificultades de caréacter algebraico fueron encontradas solamente en la capa OSO.

Analizamos para cada examen qué porcentaje de errores correspondian a dificultades
ligadas al trabajo algebraico y qué porcentaje no se ligaban con ese tipo de
dificultades. A continuacion trabajando sélo con las dificultades ligadas al trabajo
algebraico contabilizamos cuantas dificultades habia en cada dimension del
conocimiento o reglas de juego que menciona el Analisis Epistemografico. Para este
estudio nos basamos inicialmente en el total de alumnos de la muestra y luego
distinguimos entre alumnos aprobados y desaprobados. Primero se hizo el analisis
considerando la totalidad de items del examen que involucran nociones algebraicas y
luego se trabajo solo con los items iv y viii por ser los que involucran mayor cantidad
de nociones algebraicas en su resolucion.

Los resultados se resumen en la Tabla 1.

Considerando la totalidad de items Considerando solamente los items iv
del examen que involucran y viii
nociones algebraicas (i, iii, iv, viii,x)

Totalde | Alumnos | Alumnos Totalde | Alumnos Alumnos
la muestra | aprobados | desaprobad | la muestra | aprobados | desaprobados
(35) (15) 0s (35) (15) (20)
(20)

Dificultades

. 37% 41% 36% 45% 39% 49%
algebraicas

Dificultades
no algebraicas

63% 59% 64% 55% 61% 51%

predominantes | lingiiistica lingiiistica | lingiiistica lingiiistica

Categorias Semio- Nocional Semio- Semio- Nocional Semio-

Tabla 1: Caracterizacion de las dificultades de los estudiantes
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RESULTADOS

Del alto porcentaje de dificultades ligadas con el trabajo algebraico sacamos la conclusion
que las dificultades asociadas al trabajo algebraico representan un punto clave para los
alumnos de Matematica 1. Estas tienen fuerte repercusion en la enseflanza y aprendizaje del
tema funcion en lo referido a los aspectos estudiados.

Como puede observarse en la Tabla 1 se han obtenido resultados significativos al
considerar solamente las dificultades de los items iv y viii del total de alumnos de la
muestra 'y de los alumnos desaprobados. Lo que demuestra que los porcentajes de
dificultades algebraicas crecen notablemente (al considerar el total de estudiantes de la
muestra y el grupo de alumnos desaprobados) si nos focalizamos en los items del examen
que involucran mayor cantidad de conocimientos ligados al manejo algebraico.

En todos los grupos de alumnos considerados prevalecen las dificultades ligadas a las
dimensiones Semio-lingiiistica, Nocional e Instrumental (de semio-lingiiistica). Es
interesante observar que en los grupos de alumnos desaprobados (asi sea si se consideran
todos los items del examen que involucran nociones algebraicas o sélo los items iv y viii)
las dificultades localizadas en la dimension semio-lingliistica superan ampliamente a las
localizadas en el resto de las dimensiones, siguiéndole en numero las dificultades de la
dimension nocional y luego las de la dimension instrumental (de semio-lingiiistica). Sin
embargo en los grupos de alumnos aprobados prevalecen las deficiencias de origen
nocional con bastante diferencia con las localizadas en el resto de las dimensiones si
consideramos so6lo los items iv y viii y con una diferencia menos acentuada al considerar
todos los items del examen que involucran nociones algebraicas. En estos grupos de
alumnos le siguen en nimero las dificultades de origen semio-lingiiisticas e instrumentales
de semio-lingiiisticas.

En base a los resultados obtenidos podriamos decir que los conocimientos semio-
lingiiisticos aparecen como una primera dificultad. Pareceria que una vez que se sobrepasan
estas dificultades relacionadas (en nuestro caso) con el conocimiento del lenguaje
algebraico el alumno puede evitar un cierto niimero de errores pero se enfrenta con otras
dificultades ligadas a las nociones (conocimientos nocionales) como son las definiciones y
propiedades de los objetos matematicos (algebraicos) y, mas generalmente, a cémo los
objetos matematicos estan relacionados entre si.

DISCUSION

Llamamos casos ambiguos a aquellas situaciones donde un error cometido por el estudiante
da lugar a distintas interpretaciones por parte del investigador. En estos casos seria
necesario entrevistar al alumno para realizar la interpretacion correcta del error.

En todos los grupos de alumnos existen este tipo de casos. Especialmente en los grupos de
alumnos desaprobados detectamos grandes cantidades de ellos. Esta cuestion no nos
permite afirmar que nuestras conclusiones sean totalmente confiables. Para obtener una
conclusion final ‘totalmente confiable’ habria que definir esos casos. No es posible hacerlo
para la muestra utilizada para nuestra investigacion, ya que presenta la limitacion de que
fue obtenida hace algunos afos atrds y por lo tanto no fue posible contactar a los alumnos
para hacerles preguntas sobre sus desempefios en el examen. Deberiamos trabajar con una
nueva muestra.
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CONCLUSIONES

Nuestro estudio permitio (a través de las discusiones generadas al intentar localizar las
dificultades de los estudiantes en las distintas categorias) obtener definiciones mas
refinadas de las categorias mencionadas en la Epistemografia.

Si se observa en los textos utilizados sobre Epistemografia pueden verse diferencias entre la
version inicial del modelo (Drouhard, 2011) y la version que finalmente terminamos
usando para el analisis de los errores en nuestro trabajo (Drouhard, 2013). Inicialmente se
definian tres dimensiones para localizar a los objetos de saber (semiolingiiistica, teorica,
praxica). Ademas se definian ocho categorias para los conocimietos: Semiolingiiisticos,
Nocionales, Semadnticos, Instrumentales, Practicos, Pragmaticos, Nomoldgicos,
Identificatorios. Tantas categorias hacian que sea muy dificultosa la caracterizacion de los
errores que los alumnos cometian en el examen. Luego se unificaron algunas categorias
llegando a la version que hoy existe del Andlisis Epistemogréfico con sus tres dimensiones
para los conocimientos referidos a objetos matematicos: Nocional, semio-lingiiistica,
instrumental. Por ejemplo los conocimientos pragmaticos que representaban conocimientos
sobre los instrumentos semioticos se incluyeron en los conocimientos instrumentales.
Nuestra investigacion constituye el primer trabajo basado en un estudio empirico utilizando
la Epistemografia. Creemos que a través de éste pudimos aportar una contribucion
interesante a la Didactica de la Matematica y por qué no a la de otras ciencias. El modelo
utilizado de las tablas de andlisis usando la Epistemografia podria usarse en otros estudios
sobre andlisis de errores asi sea en Matematica como en otras disciplinas.

Es de nuestro interés seguir trabajando con el Andlisis Epistemografico en futuras
investigaciones para continuar estudiando cuéles son sus potenciales y sus limitaciones.
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ANEXO
El parcial que utilizamos en nuestro estudio es el siguiente:

Matematica I UADE
Primer parcial 20/04/2011 Tema 1
Apellido y Nombre: .............ccocooeiiiiiiiiiie e e e e e e e e

Esta evaluacion consta de 10 items. Dispones de dos horas para su desarrollo. Para aprobar
el examen deberds resolver de manera correcta al menos 6 items. jSuerte!

Ejercicio 1:

Las funciones de oferta y de demanda para cierto producto son, respectivamente:
12

S(q) =q+2 D(G‘}—m

i) Determine el precio y la cantidad de equilibrio analiticamente.
ii) Verificar lo obtenido en i) grdficamente.

Ejercicio 2:
iii) Dada la siguiente funcion f: Df — Iftalquef(x) = 2**1 — 4. Determine los conjuntos

Df,If y la interseccion con los ejes.
iv) Analizar si existe f~1 y en caso afirmativo obtenerla analiticamente y luego graficarla.

1

Ejercicio 3:
— =1
Seq f: A= Rtalquef(x) = { -1 *

3

Vx—2 x=1
v) Determinar el dominio Df = Ay representar graficamente la funcion.

vi) Obtener, a partir de la gradfica, los conjuntos de positividad y negatividad.
vii) Determinar el conjunto imagen.

Ejercicio 4:
Responder V o F. (Las respuestas no seran tenidas en cuenta si no se acompanan de una
debida justificacion):

el e (2x24x—3)x—2
viii) Si flx) = %

ix) Toda funcion lineal es biyectiva

entonces el conjunto de ceros es C* = {—2, 2, %}

Ejercicio 5:
x) Obtener el vértice de la parabola correspondiente a la funcion cuadratica
Flx) = alx — 1) (x + 5) sabiendo que la misma intersecta al eje y en 8.
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